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1I18. GEOMETRIE PROJECTIVE.

ExrosE, D'APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE A. SCHOENFLIES (FRANCFORT),
rar A. TRESSE (PARIS).

Apercu historique.

1. La projection centrale. C’est le développement des théories
de la perspective qui a donné naissance & la géométrie projective.
Du jour oi, en effet, J. H. Lambert et G. Monge, en eréant la géo-
métrie deseriptive, eurent substitué des principes et des régles générales
aux regles empiriques qui constituaient jusqu’alors 'art de la perspective,
une étude particulitre de leurs méthodes de projection s'imposait natu-
rellement. Mais, en réalité, 1'nsage effectif de la projection centrale
remonte beaucoup plus haut.

Peut-étre peut-on en voir un premier exemple dans les ,prepo-
sitions“ de Pappus?), o I'on trouve une étude de lintersection de la
surface hélicoidale & plan directeur soit avec un cone de révolution
autour de son axe goit avec un plan passant par une de ses généra-
trices, étude o0 intervient la projection de chacune de ces courbes
sur un plan perpendiculaire & 'axe de I'hélicoide. Plus tard G. Desargues
introduisit dans Vart de la perspective une méthode rationnelle se
rapprochant des procédés employés aujourd’hui dans la géométrie cotée;
malheureusement ses idées, méconnues de son temps, resterent sans in-
fluence; le mérite de les avoir soustraites a I'oubli?) appartient en

1) ,Ces propriétés sont énoncées dans 'ouvrage de Pappus éerit au quatridme
sitcle de notre dre: Jvvaywyy wednuerun (livre 4, prop. 28 et 29); Pappi Alexan-
drini collectio, éd. F. Hultsch 1, Berlin 1875, p. 259, 263. Cf. M. Chasles,
Apergu historique sur l'origine et le développ t des méthodes en géométri
(17 éd.): Mém. couronnés Acad. Bruxelles in 4° 11 (1837), p. 30; (2 éd.) Paris
1875, p. 31; (3 éd.) Paris 1889, p. 81.*

2) ,Les ouvrages que (. Desargues & publiés lui-méme sont les uns exces-
sivement rares, les autres introuvables. Tous les exemplaires de son principal
ouvrage [Brouillon proiect d’une atteinte aux événemens des rencontres d'un
cone avec un plan, Paris 1639] semblent perdus et l'on ne connait cet ouvrage
que grice 3 une copie qu'en avait prise Ph. de La Hire. L'édition originale d'un
autre de ses ouvrages [Exemple de I'une des manieres universelles du 8. G. D. L.
touchant la pratique de la perspective sans emploier aucun tiers point, de dis-
tance ny d'autre nature, qui soit hors du champ de I'ouvrage, Paris 1636] a long-
temps été introuvable et jusqu'en 1886 on ne le connaissait que par une réim-




2 A. Schoenflies. Il 8. Géométrie projective. 4. Tresse.

premier lieu & un contemporain de G. Desargues, le graveur et géomdtre
A. Bosse®), qui en 1648 a reproduit la Perspective®) de 1636 et en
1665 s'en est oceupé & nouveaut).”

A Ja méme époque, B. Pascal®) démontrait son théortme sur
T'hexagone en considérant une conique comme la projection d’un cercle,

Un peu plus tard, Ph. de La Hire®) et J. F. Le Poivre”) étudiaient
encore les propriétés projectives des comiques em se plagant au point
de vue d’Apollonius, consistant & regarder toute conique comme une
section plane d’un cone a base circulaire”

L'introduction de la motion de point & Uinfini devait étre d'une
importance considérable dans les représentations projectives des figures.
Déja vers 1600, Guidobaldo del Monte®) enseigne que, dans une pro-
jection centrale, des droites paralléles sont représentées par des droites
concourant en un méme point (point de fuite); puis, quarante ans apres
seulement, G. Desargues®) considere des droites paralléles comme pas-
sant par un méme point & Vinfini; beaucoup plus tard enfin,au 18 gigcle
dans les travaux de B. Taylor'®) et de J. H. Lambert'"), la ligne de fuite
Q'un plan apparait comme étant le lieu de tous ses points de fuitel?).
Cest & partir de cette époque que l'on rencontre divers essais d'appli-
cation systemahque de ce procédé qui, dans le but de simplifier une

press\on faite en 1648 par A. Bosse [¢f. G. Enestrém, Bibl. math. (1) 2 (1885),
col. 89/30; P. Tannery, Bull. sc. math, (2) 14 (1890), p. 245] (Note de G. Enestrom).*

8) ,A. Bosse, Manidre universelle de M. Desargues pour pratiquer la perspec-
tive par petit-pied, comme le géométral, Paris 1648; Traité des pratiques géo-
métrales et perspectives, Paris 1665.*

4) ,Les ouvrages de G. Desargues ont été réunis et publiés par N. G. Poudra
[Euvres de Desargues 1, Paris 1864; 2, Paris 1864). Voir aussi St. Chraszezewsks,
Archiv Math. Phys. (2) 16 (1898), p.119/49; F. Amodeo, Rendic. Accad. Napoli (8)
12 (1906), p. 232/62 (Note de @. Enestrom).*

,Essay pour les coniques, petit placard en forme d'affiche, imprimé &
Paris en 1640. Voir B. Pascal, (Buvres, éd. L. Brunschvicg et P. Boutrouz 1,
Paris 1908, p. 254.%

6) ,Nouvelle méthode en géométrie pour les sections des superficies coni-
ques et cylindriques, Paris 1678, p.15 et suiv.; Sectiones conicae in novem libros
distributae, Paris 1686, livre 2.*

7) ,Traité des sections du cylindre et du cone, Paris 1704, p. 6, 28.%

8) ,Perspectiva, Pise 1600.*

9) ,Exemple de I'une des manieres universeiles®).*

10) ,Linear perspective, Londres 1716; (2° éd.) New principles of linear
perspective, Londres 1719.*

11) ,Freye Perspective, oder Anweisung jeden perspectivischen Aufriss von
freyen Stiicken und ohne Grundriss zu verfertigen, Zurich 1759; (2° éd.) Zurich 1774.%

12) Pour plus de détails voir Chr. Wiener [Lehrbuch der darstellenden Geo-
metrie 1, Leipzig 1884, p. 5/61] et G. Loria, ,Perapektive und darstellende Geo-
metrie* dans M. Cantor, Vorles. Gesch. Math. 4, Leipzig 1908, p. 577/637

2. Théorie des transversales de Carnot. 3

démonstration, consiste & projeter une figure de fagon que certains
de ses 6léments passent & linfini ou affectent des dispositions spé-
ciales 1%); les artifices les plus fréquemment employés consistent & pro-
jeter un point ou wne droite & linfini, un quadrilatére suivant un
parallélogramme, une conique et une droite suivant un cercle et la
droite de Iinfini, un systtme de deux coniques suivant deux circon-
férences, une comique et un point suivant un cercle et son centre).
Au reste, toutes ces méthodes n'avaient, & l'origine, d’autre caractére
que celm d’artifices ingénieux; ce west que J. V. Poncelet qui devait
parvenir & les coordonner et & leur donner 'allure générale des théories
de la géométrie projective'®).

2. Théorie des transversales de Cernot. A coté de G. Monge,
il faut placer, parmi les fondateurs de la géométrie projective, L. N.
M. Carnot™

Les travaux de L. N. M. Carnot furent inspirés par la recherche
des changements de signe quiil faut effectuer dans les relations
métriques s'appliquant & certains éléments, points, droites, ete., lors-
quon modifie la position de ceuz-ci, la situation relative de ces élé-
ments les uns par rapport aux autres conservant toujours le méme degré
de généralité!®). L. N. M.Carnot considere comme appartenant & un méme

13) C'est par ces méthodes que, par exemple, Ferriot [Ann. math. pures
appl. 3 (1812/3), p. 166] a démontré le théordme auquel on a donné le nom de
théoréme des quadrilatéres inscrit et circonscrit ¢ wne conique [cf, n° 2] et Ch. J.
Brianchon [Mémoire sur les lignes du second ordre, Paris 1817, p. 13] le théo-
réme que l'on appelle théoréme sur Pinvolution de Desargues [n 2 et 18]. Aum
reste, on n'avait pas emcore, au débub du 19%me gidcle, une notion bien claire de
la droite de l'infini [of. note 32]. Voir encore O. Schlimilch [Z. Math. Phys. 39
(1894), p. 117, 245] ot F. Schur [id. p. 247).

14) La méthode de la projection stéréographique fut, elle auesi, employée
souvent dans un but snalogue, principalement par M. Chasles, qui l'étendit &
une guadrique quelconque [Correspondance sur I'Ec. polyt. 8 (1814/6), p.11]. T
s'agissait, du reste, de transformer, pour une quadrique, des propositions de
géométrie plane, particulidrement des problémes de contact. Voir E. Catalan,
J. math. pures appl (1) 19 (1864), p. 182.

15) La coordination de ces méthodes, déduites d’une méme idée générale,
se trouve dans J. V. Poncelet, Traité des propnetés projectives des figures, (17 éd.)
Paris 1822, p. 51; (2° €d.) 1, Paris 1865, p. 50; 2, Paris 1866, On y trouve également
[(17 éd.) p.80; (2° éd.) 1, p. 59] le lieu des points d'ott 'on peut projeter deux co-
niques suivant deux cercles, et J. V. Poncelet [(1™ éd.) p. 65, (2° éd.) 1, p. 63] ajoute
que deux coniques bitangentes peuvent étre projetées suivant deux coniques concen-
triques [voir, & ce sujet, M. Chasles, Traité des sections coniques, Paris 1865, p. 194].

16) La véritable raison qui inspirait les recherches de L. N. M. Carnot était
son- aversion pour les nombres négatifs, qu'il rejetait par principe, déclarant que
leur emploi conduisait & des conclusions erronées [of. De la corrélation des
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type, et appelle figures corrélatives'™) toutes celles qui se déduisent les
unes des autres par une modification continue; partant de cette con-
ception, il choisit la figure la plus simple possible comme figure initiale,
en tire des conclusions, puis étend ces conclusions & chaque type de
figure par une nouvelle étude particuliere quil juge indispensable.
Par cette tendance & rechercher la loi invariable a laquelle obéit
chaque figure variable, L. N. M. Carnot a sérieusement contribué i
lintroduction des idées modernes dont le développement coustitue la
géométrie projective®).

Lia méthode des transversales, les relations indépendantes de la
forme accidentelle des figures auxquelles elle conduit, ont pendant
longtemps influé sur les recherches géométriques. La plus importante
de ces relations est la suivante:

Si un polygone plen (ou gauche) ABC... N, est coupé par une

b
droite (ou un plan) aux points 4'B'C’...N’, on a toujours

AA-BB'...NN'=BA'-CB'... AN
Des propositions analogues s'appliquent aux ecas on le polygone est
coupé par un nombre quelconque de transversales, on par une courbe
algébrique™®). Par exemple, dans le eas d’un triangle A BC coupé par
une cubique, si les cotés BC, CA, AB rencontrent respectivement la

figures en géométrie, Paris an IX (1801), p. 2, 24; Géométrie de position, Parig
an XI (1803), p. II}. Des réfutations de la pensée de L. N. M. Carnot ont été
données, entre autres, par L. V. Turguan [Nouv, Ann, math. (2) 7 (1868), p. 437],
par A. Cayley [Messenger math. (2) 14 (1884/6), p. 118; Papers 12, Cambridge
1897, p. 305] et par J. J. Sylvester [Messenger math. (2) 14 (1884/5), p. 192].

17) Comme cas le plus simple de figures corrélatives, il signale celui des
figures semblables [Corrélation figures géom. 1), p. 37). Le mot corrélation désigne,
d'aprés L. N. M. Carnot [id. p. 1), la relation qui lie une figure arbitraire & uue
figure particulitre dont on connait les propriétés.

1 y a lieu d’observer que le terme figures corrélatives est adopté aujonrd’hui
dans un autre sens et désigne des figures qui se correspondent par voie de
dualité [voir n*3].*

18) C'est & lui également que l'on doit la notion de polygones complets
& n sommets ou & n cOtés.

19) L. N. M. Carnot [Corrélation figures géom.!®), p. 118, 136, 163; Géom.
de position %), p. 291, 297, 487] démontre ses propositions, dans le cas du triangle,
par la trigonométrie, puis il les généralise en passant du cas de 7 cotés A celni
de n 4-1. Des généralisations de ces théorémes ont €té données par O. Terquem
[Nouv. Ann. math. (1) 10 (1851), p. 100].

Le théoréme de Carnot peut 8tre considéré comme un cas particulier du
théoréme d’Abel; c'est le cas particulier qui correspond & I'hypothése ot la courbe
d’ordre n se décompose en n droites [cf. A. Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie,
publ. ‘par ¥. Lindemann 1, Leipzig 1876, p. 754, 829; trad. Ad. Benoist 3,
Paris 1883, p. 120, 219].

2. Théorie des transversales de Carnot.

o

courbe gux points P, P, P”; @, @, @"; R, R,R", on a
BP.BP-BP"  (Q.CQ-CQ" , AR-AR.-AR"
CP- 0P CP” T 4Qaqg-dq¢ T Br-BR B8 —

1.

Au début du 19%me sipcle, les géomdtres faisaient de ces relations
un usage prépondérant, principalement dans la démonstration de pro-
positions qui devaient dtre plus tard des applications naturelles des
méthodes projectives ).

Cest ainsi que M. Chasles®) démontrait le premier Pexistence,
sur un hyperboloide & une nappe, de deux systémes de génératrices
rectilignes, que J. V. Poncelet®*) établissait le théorbme de Pascal pour
lo cas particulier d'une conique réduite 3 deux droites, que Ch. J.
Brianchon®) donnait un procédé de construction d’une conique définie
par cing points ou cing tangentes; c’est encore de cette manitre que
Pon démontrait, soit la proposition connue sous le nom de théoréme
de Desargues [u° 18], d'apres laquelle un quadrilatere et une conigue
circonserite tracent une involution sur une transversale quelconque, soit
le théortme général, dit theoréme des quadrilatéres inserit et circonserit @
une conique, lequel concerne les deux quadrilatéres formés Vun par
quatre points d'une comique, l'autre par les tengentes en ces points,
et leurs éléments diagonaux, théortme dont I'importance est d’autant
glus grande qu'il permet d’édifier la théorie des pbles et polaires®).

J.V. Poncelet™) a méme appliqué cette théorie des transversales
& la construction d'une cubique définie par des points donnés. Plus
récemment, P. Serret®) V'a employée pour établir une série de pro-
positions sur les points d’intersections de multiplicités algébriques.

20) On trouve, inversement, dans 4. Jacobi [J. reine angew. Math. 31 (1846),
P- 3], une démonstration des théorémes sur les transversales déduite des pro-
priétés projectives.

21) Correspondance sur 1'Ee. polyt. 2 (1809/18), p. 440, 466 [1812].

22) Propriétés projectives %), (1 éd.) p. 90; (2" éd) 1, p. 87.

23) Lignes du second ordre %),

24) Voir principalement E. Kotter, Jahresb, deutsch. Math.-Ver. 5* (1896),
Leipzig 1901, p. 23, 49.

25) Le travail de J. V. Poncelet sur ce sujet, intitulé: wAnslyse des trans-
versales appliquée & la recherche des propriétés projectives des lignes et sur-
faces géomé‘t!iques“, contient une théorie complite des cubiques basée sur les
propriétés des transversales [J. reine angew. Math. 8 (1832), p, 21, 117, 213, 870;
Propriétés projectives’), (2% éd.) 2, p. 122, 316]; un extrait a été publié par
Pauteur [Correspondance math, phys. de 'Observatoire de Bruzelles 1 (1882), p.9].

26) Voir principalement [Géométrie de direction, application des coordonnées
polyédriques, Paris 1869, et par ex. C. R. Acad. sc. Paris 82 (1876), p. 270/2} la
démonstration de ce fait que tout décagone gauche dont les cotés opposés se
coupent deux & deux sur un méme plan est inscriptible dans une quadrique.
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Dans ces derniers temps, on a généralisé, & plusieurs reprises,
les théorémes de L. N. M. Carnot.

A. Gob®™) a trouvé, pour une courbe de %™ clasge, une propo-
sition corrélative de celle qui concerne lintersection d'une courbe du
nitme ordre avec un triangle.

. A. Laisant®) a cherché sous quelles conditions la réciproque
du théortme de Carnot est exacte, c'est-i-dire dans quels eas, étant
donnés un polygone et, sur chacun de ses cdtés, » points satisfaisant
a la relation de Carnot, on peut en conclure qu'il existe une ligne C,
dordre n passant par ces points. Il x'en est ainsi que dans le cas
od le nombre de ces points surpasse d’'ume unité celui des points
nécessaires pour définir une courbe algébrique d'ordre z, et ceci n'a
lieu que sous ces deux conditions que le polygone soit un triangle et
que n soit égal ou & 1 (auquel cas la ligne C, est unme droite), ou
4 2 (auquel cas la ligne C, est une conique).

La méme question se pose dans lespace pour une surface S,
dordre n passant par les points envisagés; elle admet alors frois
solutions:

1°) celle du quadrilatére avec n = 1 (auquel cas la surface S, est
un plan),

29) celle du pentagone avec » = 2 (auquel cas Ia surface S, est
une quadrique),

39) et enfin celle du polygone de 14 cdtés avec # — 6.

3. Le principe de continuité. En présence des progrés que
G. Monge et J. L. Lagrange aveient fait faire & la géométrie analytique,
du degré de perfectionnement ol ils I'avaient amende, c'était une né-
cessité pour les géomitres que de donner & leurs conceptions une géné-
ralité égale & celle obtenue, dans les méthodes analytiques, avec Vin-
détermination des coefficients. Le principe de continuité de J. V.
Poncelet répondait entitrement & ce besoin, ce principe consistant dans
Paffirmation que les résultats établis dans une démonstration sont in-
dépendants d'une position accidentelle des éléments de la question, un
cas spécial d'une figure devant &tre vegardé comme une représentation
suffisante de tous les cas, pourvu que cette figure soit dans un dat
général de construction, cest-d-dire quelle ne satisfasse & aucune con-
dition particuliere de position®),

27) Assoc. fr. avane. sc. 22 (Besangom) 1898, p. 258. Voir aussi 4. Caza-
mian, Nouv. Ann. math. (3) 14 (1895), p. 30; F. Ferrari, id. p. 41.

28) Nouv. Ann. math. (3) 9 (1890), p. 5.

29) Voir, en partic. Propriétés projectives'®), (17 éd.) p. 55; (2¢¢éd.) 1, p. 54,

8. Le principe de continuité. 1

Dans Détude des coniques, G. Desargues avait déja pressenti
cette conception nouvelle en considérant le cercle, Tellipse, Ihyperbole,
la parabole, le systéme de deux droites, comme des variétés d'une
méme famille de courbes, les sections planes d'un cone & base cireu-
laire. I Newton®), de son coté, dans son étude des cubiques planes,
avait eu des vues ayant le méme caractire de généralits. 11 en
était de méme enfin pour L. N. M. Carnot avec sa conception des
figures corrélatives™). Mais c'est & J. V. Poncelet que revient le mérite
d'avoir €levé cette conception & la hauteur d'un principe fondamental,
et d’en avoir domné des applications systématiques g'étendant & des
ensembles de faits jusque-la séparés. Aujourdhui, le principe de con-
tinuité se trouve au fond de toute idée géométrique.

D'abord ce principe affirme, ainsi que I'avait déja prévu . Desargues,
I'unité qui existe entre toutes les figures se déduisant les unes des
autres par des projections ou des sections planes: de 1 découlent les
conceptions de la droite de Vinfini et du plan de Pinfini®®). En second
lieu, il exprime quil y a une compléte équivalence entre des figures
qui se déduisent les unes des autres par une déformation continue,
pourvu qu'elles satisfassent, dans leur nature et leurs propriétés, &
certaines conditions générales; il est légitime, par exemple, d'établir
65/8, 218/9, 406/8 et préface, p. XII et suiv. ,Voir sussi l'énoncé que donne
M. Chasles du principe de continuité, Traité de géométrie supérieure, (1™ éd.)
Paris 1852, p. XI; (2° 6d), Paris 1880, p. XIII (préface, § V).*

30) Enumeratio linesrum tertii ordinis, ,publié pour la premidre fois en
appendice 4 la premidre édition anglaise du traité ,Opticke", Londres 17043
Opers, éd. S. Horsley 1, Londres 1779, p. 531.%

31) Corrélation figures géom.'), p. 6, 31.

32) Propriétés projectives?), (1= éd.) p. 50, 373; (2° éd) 1, p. 49, 361. Les
analystes, au reste, n'avaient pag encore préparé la voie aux géomdtres par l'in-
troduction des racines infinies d’une équation et la notion de droite de linfini;
c'est ainsi, par exemple, que J. D. Gergonne [Ann. math. pures appl. 17 (1826/7),
p. 219] s'en réfere a J. V. Poncelet. Voir aussi J. Plicker, J. reine angew. Math.
5 (1830), p. 8; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, p. 131.

Ce n'est que beaucoup pins tard qu'est apparue cette conception rigoureuse
que l'introduction des éléments & I'infini doit 8tre justifiée, et qu'il est nécessaire,
dans toute démonstration, d'établir qu'ils satisfont aux axiomes fondamentaux
Q'intersection. Elle cst formulée, dans ses principes essentiels, par K. G. Chr,
wom Staudt, Geometrie der Lage, Nuremberg 1847, p. 23.

L'introduction de ces éléments impropres fait du plan projectif une surface
unilatére [cf. 111 8]. Clest ce que signale L. Schldfli dane une lettre adressée a
¥ Klein, Math. Anp. 7 (1874), p. 530. W. Boy [Diss. Gdttingue 1901] a dressé
le modéle d'une surface, entié t finie, équivalente au plan projectif.

Llespace projectif jouit de propriétés analogues; il constitue une multi-
plicité ayant une connexion particuliére [Voir I'article 1l 1 n°* 43 a 45].
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certaines propositions générales sur Vintersection de deux courbes
algébriques de degrés respectivement égaux & m et & n en envisageant
le cas particulier ot elles se réduisent & des systdmes de m et de »
droites®). En troisitme lieu, et ceci est le point capital du principe,
il justifie 'application générale des résultats et des méthodes aux cas
dans lesquels la représentation analytique comporterait la présence de
grandeurs imaginaires.

oJ. V. Poncelet limitait d'abord I'application de ce principe aux
questions dans lesquelles les conclusions ne concernent que des éléments
réels, les éléments imaginaires ne pouvant intervenir que dans les défini-
tions ou démonstrations: il y arrivait en rattachant une définition pou-
vant comporter des imaginaires & des propriétés réelles choisies de fagon
qwelles restent invariantes dans le passage, par voie de continuits,
du réel & limaginaire fef n° 19] Mais ensuite, poursuivant les
applieations du principe, J. V. Poncelet se trouve conduit bien plus loin:
c’est ainsi quil arrive & opérer avec des projections imaginaires™),
lorsqu’il envisage deux coniques sécantes comme étant les projections
de deux coniques non sécantes, cherchant ici encore ce qui reste in-
variable dans le passage d’un cas & l'autre. ('esb par ce procédé qu'ik
découvre l'existence des ombilics ou points cycliques imaginaires de
Vinfini; et cette notion, dont la complite signification, déduite de sa
nature essentiellement analytique et métrique, ne devait apparaitre
cependant que beaucoup plus tard, prend aussitdt une importance fon-
damentale dans toutes les recherches géométriques’).

oJ. V. Poncelet regarde ces points comme étant les points communs
4 tous les cercles du plan; il reconnait que deux cercles concentriques
sont bitangents en ces points®®), que toutes les coniques ayant un
foyer commun ont deux tangentes communes joignant ce foyer aux

33) Propriétés projectives 1%, (17 éd.) p. 830, 384; (2¢ éd.) 1, 819/21, 8T84.
Pour plus de détails sur I'application de ce principe & des théorémes d’inter-
section anslogues, voir l'article III 4.

34) Propriétés projectives %), (1™ éd.) p. 68; (2° éd.) 1, p. 67.

85) A la vérité, J. V. Poncelet ne raisonne le plus souvent que sur les deux
points imaginaires que deux cercles ont en commun A l'infini; mais cette consé-
quence qui en résulte naturellement, 'existence de deux points fixes imaginaires
par lesquels passent tous les cercles du plan, est néanmoins énoncée en un passage
de son traité [Propriétés projectives?®), (17 éd.) p. 49; (2° éd.) 1, p. 48]: ,,Des
cercles placés arbitrairement sur un plan ne sont done pas tout & fait indépen-
dants entre eux, comme on pourrait le croire au premier abord; ils ont idéale-
ment deux points imaginaires communs & linfini .. *

36) Voir, principalement, Propriétés projectives'®), (1% éd.) p. 48; (2° éd.)
1, p. 47/8.

4. Poncelet, créateur de la géométrie projective. 9

ombilics du plan®) [ef. 111 17, 15]. Puis, passant a l'espace, il ajoute
un chapitre eutitrement nouveau & la géométrie projective: il arrive
d'abord & cette conception toute nouvelle qu'une quadrique possede
toujours deux systémes de génératrices rectilignes, réelles ou imagi-
naires®). Puis, il étend les propriétés de deux sphéres & deux qua-
driques quelconques dont I'intersection se décompose en deux coniques,
démontre ensuite que toute quadrique posside six systémes de sections
circulaires dont deux seulement sont réels®®), et découvre enfin l'exis-
tence de lombilicale [of. III 22, 107, au sujet de laquelle il constate
qu'elle est la courbe de contact de deux sphéres concentriques®).

Méthodes et notions générales.

4. Poncelet, créateur de la géométrié projective. Clest J. V.
Poncelet, avec son ,Traité des propriétés projectives des figures*!)*
qu'il faut regarder comme le créateur de la géométrie projective. En
principe, son but capital, en écrivant son Traité, était de ramener
toute proposition concernant les coniques ou les quadriques & une pro-
position relative & la circonférence om & la sphere, et cela & laide
de projections convenables ou d’applications du principe de continuité.
Mais le fait de chercher d’abord, pour y arriver, quelles sont, parmi les
propriétés d’une figure géométrique, celles qui se conservent eu pro-
jection, de se poser ainsi un probléme d'uvne importance aujourd’hui
fondamentale, donne 4 sa méthode une portée beaucoup plus profonde et
lui attribue un réle capital dans le développement des idées modernes.

J. V. Poncelet constate d’abord que les propriétés, dites projectives,
ne comprennent pas seulement des propriétés dites de position (ou des-
criptives), mais encore des propriétés mdtriguesi®).

37) Propridtés projectives'®), (1% éd.) p. 260; (2° éd.) 1, p. 252/3.

38) Td. (17 éd.) p. 381; (2° éd) 1, p. 370/1.

39) Id. (17 6d.) p. 399; (2° 6d.) 1, p. 390.

J. V. Poncelet découvre les sections circulaires d'une quadrique en considé-
rant les coniques d'intersection d'une sphére et d'une quadrique avec le plan
de l'infini, et en remarquant que tout plan mené par une corde commune 3 ces
deux conigues coupe la sphére et la quadrique suivant des courbes semblables.

40) Propriétés projectives %), (1™ éd.) p. 404; (2°éd.) 1, p. 396/8. L'existence
de l'ombilicale (cercle imaginaire de l'infini) parait d’ailleurs ici &tre un résultat
accidentel.

41) Les idées exposées dans ce traité datent de 1813, époque pendant
laquelle J.V. Poncelet était retenu en Russie comme prisonnier de guerre. ,Cet
ouvrage, dit-il dans les premitres pages de son Traité, est le résultat des
recherches que j'ai entreprises, dés le printemps de 1813, dans les prisons de
la Russie.*

42) La distinction entre propriétés métriques et propriétés projectives était en
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L'une de ces dernidres, qu'il met en évidence, possede un grand
caractére de géndralité: cest celle qui s'exprime par ume relation ou
un rapport entre deux produits de segments linéaires, relation ou
rapport formé de telle fagon que ses deux termes comprennent chacun
une méme lettre le méme nombre de fois et que chague segment
appartenant 4 l'un de ces deux termes soit parallele & un segment
appartenant & Pautre®). Cette propriété générale établit, en particulier,
le caractére projectif soit de la division harmonique et du rapport an-
harmonique*t), soit des équations de V'involution et de leurs applications
au quadrilatere inscrit dans une conique, soit enfin des propositions
de la théorie des transversales et de la théorie des pdles et polaires.

Poussant plus avant ses recherches, J. V. Poncelet introduit ensuite
la notion de perspective entre deux plans ou deux espaces qui eoinci-
dent et celle de figures homologiques®; il y est conduit par l'étude
des relations de similitude entre deux circonférences (ou deux spheres),
pour lesquelles la droite de linfini (ou le plan de Vinfini) constitue
un axe d’homologie (ou un plan d’homologie), le centre d’homologie
étant un des centres de similitude de ces deux circonférences (ou de
ces deux spheres). Il arrive ainsi & regarder deux coniques d’un méme
plan comme étant deux figures homologiques, I'axe d’homologie étant
une de leurs sécantes communes et le centre d’homologie le point d'inter-
section de deux de leurs tangentes communes*’): c'est, en particulier,

général adoptée au début du 19#=e sitcle. On cherchait en particulier a établir
sur de pures relations de situation la partie de la géométrie qui ne concerne
aucune propriété métrique: c’est ainsi que J. D. Gergonne [Ann. math. pures appl.
16 (1825/6), p. 209] ,dans un article intitulé: considérations sur la science de
Vétendue, déclare que «bien que trés souvent on déduise ces propriétés de
situation des proportions et du calcul, on peut toujours, en s'y premant d'une
maniére convenable, les en dégager complétements.*

43) Propriétés projectives'®), (17 éd.) p. 7 et suiv.; (8¢ éd) 1, p. 7 et suiv.:
et principalement (17 éd.) p. 11; (2° éd.) 1, p. 11/2,

44) On trouve des exemples de relations wétriques entre n points, ayant
un caractire projectif, dans un article de 0. Terquem [Nouv. Apn, math. (1) 6 {1847),
p. 68] ,article o I'on rencontre pour la premidre fois le terme rapport projectif,
pour désigner un rapport anharmonigue. Voir n°7.%

45) Dropriétés projectives '™, (1= éd) p. 156 et suiv.; (2° éd.) 1, p. 151
et suiv.

Emisle Weyr [Sitzgsh. Akad. Wien 57 i1 (1868), p. 440] a discuté de quelles
maniéres on peut associer les points d'intersection de deux coniques et leurs
tangentes communes pour former le centre et 1'axe d’homologie de ces denx coniques.
A. Larmor [Quart. J. pure appl. math, 21 (1886), p. 339] a également discuté ce
probléme.

5. Polarité, réciprocité et dualité. 11

dans cette voie qu'il découvre que toutes les coniques ayant un foyer
commun admettent deux tangentes communes imaginaires*®).

Ces considérations, étendues & l'espace, donnent ce que J. V. Poncelet
appelle la perspective-relief; une quadrique queleonque peut alors &tre
envisagée comme la perspective-relief ou figure homologique d'une
sphere; de 1a les propriétés des quadriques ayant une conique com-
mune. Puis, remarquant que deux gquadriques homologiques coupent
le plan d’homologie suivant la méme conique, J. V. Poncelet®”) s'éleve &
la conception de Vombilicale (cercle imaginaive de Uinfini); il en déduit
que deux quadriques semblables et semblablement placées peuvent tou-
jours étre considérées comme les perspectives-relief de deux sphéres,
ainsi que d'autres propositions projectives intéressantes.

. Polarité, réeiprocité et dualité. C'est Ph.de La Hire qui semble
avoir découvert le premier les caractires principaux de la polarité#®)
dans les coniques et avoir distingué parmi eux les caractéres purement
descriptifs des caractéres métriques, les premiers s'exprimant par des
relations de position entre les tangentes a la courbe, et les autres par
des proportions harmoniques; la méthode de Ph. de La Hire*) con-
gistait & étendre aux coniques, par voie de projection, des propositions
analogues, déja connues des Grecs, sur la circonférence de cercle.

Quant aux théorémes sur les quadrilatéres inserits et circonscrits
4 une conique [n°2], on les trouve énoncés pour la premiére fois
dans les travaux de C. Maclaurin®™).

46) Voir aussi M. Chasles, Correspondance math. phys. (de 4. Quetelet) 5
(1829), p. 18,

47) Propriétés projectives '%), (1™ éd.) p. 381, 404/8; (2° éd.) 1, p. 370, 396/400.

48) Le terme de ,,pdle* est employé pour la premibre fois par F.J. Servoss,
Ann. math, pures appl. 1 (1810/1), p. 337, ,a propos du probléme de la construc-
tion, avec la régle seulement, d'un triangle circonserit & une conique et ayant ses
sommets placés sur trois droites données.* Le terme de ,polaire® est employé
par J. D. Gergonne [Ann, math, pures appl. 3 (1812/3), p. 293] ,dans une théorie
analytique des poles des lignes et surfaces du second ordre*.

49) Sectiones conicae®); cf. M. Chasles, Apergu hist.!), (2° éd.) p. 122 et
suiv.

50) De linearum geometricarum proprietatibus generalibus tractatus, p. 31.
Cet ouvrage ne fut publié qu'apres la mort de C. Maclaurin, comme appendice
& son Algébre [A treatise of algebra, Londres 1748].

Le théoréme sur les quadrilatéres, 1'un inscrit I'autre circonscrit & une ¢o-
nique, sans la propriété de leurs diagonales, se trouve déja énoncé dans les
ceuvres de R. Simson, Sectionum conicarum libri quinque, Edimbourg 1735,
p. 197; voir E. Kitter, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 5* (1896), Leipzig 1901,
p. 88, 50.



12 A. Schoenfli 10T 8. Géométric projective. A. Tresse.

Mais ce west qu'an début du 19%me gidcle que l'on attache une
importance capitale & établir les propriétés des péles et polaires par
rapport aux coniques; mombreuses sont les démonstrations que 'on
en domne et qui reposent tantét sur le théoréme de Pascal, tantot sur
la théorie des transversales, tantot sur le théordme des quadrilatéres,
tantét sur linvolution®).

Les propriétés analogues concernant les quadriques sont dues
a G. Monge®™) qui les découvre par voie analytique et les expose
d'abord dans ses legons professées & I'eole polytechnique. Puis Ch. J.
Brianchon®®) en donne le premier une démonstration géométrique, en ne
faisant intervenir, en dehors des relations de polarité dans les coniques,
que les propriétés de triangles placés en perspective dans l'espace.

Cest aussi Oh. J. Brianchon qui constate que la polarité pent
servir & transformer des propositions déja connues®); il en donne un
exemple en déduisant le théoréme qui porte aujourd’hui son nom de
la propriété de Phexagone de Pascal. Mais ce n'est que quelques
années plus tard que J. V. Poncelet®) met en évidence toute la puis-
sance de la méthode; partant d’abord de la figure polaire réciproque
d'un hexagone, il passe & celle d’'un polygone quelconque pour s'élever
ensuite & celle d’'une courbe plane quelconque; il constate la relation

51) ,L.N. M. Carnot donne deux démonstrations, la premitre [Mémoire sur
la relation qui existe entre les distances respectives de cing points de Yespace,
Paris 1806, p. 190] s'appuie sur la théorie des transversales, la seconde {Géom.
de position '), p. 264] s'appuie sur les propriétés des quadrilatéres. M. Chasles
[Correspondance sur I'Ee. polyt. 8 (1814/6), p. 11] a donné une démonstration
reposant sur la théorie des transversales. Enfin Ch. J. Brianchon [Lignes du
second ordre %), p. 12] invoque la théorie des transversales et l'involution.*

52) Ces propriétés, connues des éléves de . Monge, ont été immédiatement
développées jpar cenx-ci dans toute une série de propositions isolées. On les
voit également occupés 4 rechercher la surface enveloppée par un plan dont le
pdle déerit certaines courbes ou surfaces; ils constatent en particulier qu'nne
courbe gauche correspond 4 une surface développable. ,Voir, par exemple,
Th. Olivier, Mémoire sur les polaires*, Bull. sc. math. astron. phys. chim. 11
(1829), p. 1. Pour plus de détails, voir I'article TIT 22.

53) J. Ke. polyt. (1) cah. 13 (1806), p. 297.

54) Cette idée so trouve déja dans D. Hncontre [Ann. math. pures appl. 1
(1810/1), p. 122] et J, de Stainville [id. p. 190}, ,appliquée & la construction dun
polygone de m cotés circonscrit & une circonférence, ayant ses sommets sur m
droites données, probleme dont les auteurs raménent la solution & celie du pro-
bleme réciproque.*

55) Mémoire sur la théorie générale des polaires réciproques [J. reine angew.
Math. 4 (1829), p. 1]. Ce travail avait ét6 présenté, en 1824, & V'Académie des
sciences de Paris; ,une analyse en est donnée par I'amteur [Ann. math, pures
appl. 17 (1826/7), p. 265].*

5. Polurité, réciprocité et dualité. 13

de réciprocité qui existe entre deux courbes polaires réciproques, et
établit en particulier que la figure formée par un point de la pre-
midre courbe et la tangente en ce point correspond sur Iautre courbe
a la figure formée par une tangente et son point de contact. (Yest sur
ce fait que repose sa méthode des polaires réciprogues.

J. V. Poncelet montre ainsi qu'une courbe plane peut dtre envisagée
sous deux points de vue différents et regardée comme formée soit par un
ensemble de points soit par un ensemble de tangentes®™); il en déduit
que les singularités d'une courbe se correspondent deux a deux®?),
chacune étant la réciproque de Yautre; il s'éleve enfin jusqu'a cette
idée générale que toute proposition descriptive concernant des points
et des droites peut se transformer par voie de réeiprocité.

L’étude de la polarité dans les quadriques le conduit & étendre
& lespace cette loi de réeiprocité, et & définir une correspondance
analogue dans laquelle une surface réglée correspond & ume autre
surface réglée, tandis qu'une courbe gauche avec l'ensemble de ses
points, de ses tangentes, et de ses plans osculateurs correspond & une
surface développable avec I'ensemble de ses plans tangents, de ses
génératrices, et des points de son ardte de rebroussement®®).

Les premiers résultats de J. V. Poncelet, sa découverte des figures
polaires réciproques par rapport aux coniques et aux quadriques,
furent aussitdt signalés par J. D. Gergonne®) comme étant des
exemples particuliers, entre plusicurs autres, de la loi générale de

56) L'expression ,classe* d'une courbe est due & J. D. Gergonne [Anu.
math. pures appl. 18 (18217/8), p. 161].

57) Cette question avait déja été efflenrde par J. V. Poncelet [Propriétés
projectives %), (17 éd.) p. 124; (2¢ éd.) 1, p. 119). Voir, pour plus de détails,
larticle IIT 19,

58) Il existe, dans deux figures polaires réciproques, des éléments homo-
logues qux, en meme temps, se correspondent aussi 'un & l'autre dane certaines
tr: ques; mais ces éléments ne sont jamais que des
coniques ou quadriqnesA C'est ce qui a été établi, pour les premidres, par
M. &Ocagne [Bull. Soc. math. France 13 (1884/5), p. 204] et, pour les secondes,
par G. Fouret [id. 14 (1885/6), p. 18]. Voir, également, & ce sujet, 4. del Re,
Rend. Circ. mat. Palermo 2 (1888), p. 37.

59) J. D. Gergonne développe ses idées dans deux articles [Ann. math. pures
appl. 16 (1825/6), p. 209; 18 (1827/8), p. 149]; ,le premier est intitulé ,consideé-
rations sur la science de I'étendue™*; le second est consacré i quelques théortmes
sur les courbes algébriques. Le premier de ces articles suscita entre J. D.
Gergonne et J. V. Poncelet une polémique assez vive au sujet de la signification
des deux principes, de la situation de l'un par rapport i l'autre, et de leur
puissance. Cette discussion, qui fait I'objet de plusicurs articles [Ann. math.
pures appl. 17 (1826/7), p. 272; 18 (1827/8), p. 125] est reproduite, dans ses parties
essentielles, par J. V. Poncelet, Propriétés projectives %), (2¢ éd.) 2, p. 351.
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dualité, «d@apres laquelle tout phénoméne de I'étendue présente toujours
un double caractere.»

,Un premier exemple de cette loi, celui des triangles sphériques
supplémentaires, avait été déja rencontré, deux sitcles auparavant, par
F. Viéte®) d'abord, sous une forme incompléte, puis, sous sa forme
définitive, par W. Snellius®')*

Sorlin®®), contemporain de J. V. Poncelet et de J. D. Gergonne
reprend et développe cet exemple en signalant, en trigonométrie
sphérique, une série de propositions deux & deux parallzles.*

La conception de . D. Gergonne, & qui est dfi d'ailleurs le mot
de dualité, se forme peu & peu dans divers articles du journal qu'il
avait fondé, soit & l'occasion de problemes de géométrie qu’il propose
A ses lecteurs®), soit dans des recherches sur les polyedres®™), soit
dans I'étude des courbes et surfaces algébriques. Dans tous ces articles,
la dualité se manifeste nettement par le parallélisme des propositions
et de leurs démonstrations; Panteur la met en évidence en employant
le premier le systéme des ,doubles colonnes* qui devait &tre si sou-
vent utilisé depuis.

J. D. Gergonne arrive ainsi  voir dans la dualité une loi générale
de létendue permettant de transformer toute proposition, de telle
fagon que, & la géométrie ordinaire o le point est I'dlément fonda-
mental, en correspond une seconde dans laquelle 1'élément fondamen-
tal est la droite, pour la géométrie plane, ou le plan, pour la géo-
métrie de l'espace. Il donne & cette loi le caractére dun aziome, mais
ajoute cependant que sa légitimité peut &tre considérée comme une
conséquence de la méthode des polaires réciproques de J. V. Poncelet.

.Ce point devait d’ailleurs &tre établi quelques années plus tard,
par des méthodes analytiques basées sur l'analogie des représentations

Ce n'est, au reste, qu'aprés cette polémique que, dans son second article,
J. D. Gergonme précise nettement les notions d’ordre et de classe d’une courbe.

60) ,Variorum de rebus mathematicis responsorum liber VII, Tours 1593;
Opera, 6d. F. van Schooten, Leyde 1646, p. 426; cf. A. von Braunmuhl, Bibl. math.
(2) 12 (1898), p. 65/72.%

61) ,Doctrinae triangulorum canonicae libri quatuor (traité posth), Leyde
1627, p. 120 (livre 3, prop. 8).*

62) Ann. math. pures appl. 15 (1824/5), p. 273.

63) Ann. math. pures appl. 11 (1820/1), p. 326; 12 (1821/2), p. 69; ,il s’agit,
dans ces questions, de propriétés réciproques concernant des combinaisons de
points et de droites, et dont 'une avait déja ét¢ énoncée par G. Coriolis.*

64) J. D. Gergonme, Anu. math. pures appl. 9 (1818/9), p. 321; 15 (1824/5),
p. 157. ,Le premier de ces deux articles est signé par un abonné, dont 'ano-
nyme cache la personnalité de J. D. Gergonne lui-méme;* c'est dans le second
que se trouve employé pour la premiére fois le sytdme des ,doubles colonnes.

5. Polarité, réciprocité et dualité. 15

analytiques du point et de la droite, par 4. F. Mobius®) et par
J. Pliicker®) en Allemagne, par M. Chasles®”) en France®.

Mais Vimportance ecapitale du principe de dualité tient & ce qu'il
dépasse en généralité et en puissance la méthode des polaires réei-
proques; si nous savons donner aujourd’hui & nos pensées une tournure
projective et dualistique, nous le devohs & J. V. Poncelet et & J. D.
Gergonne, ot autant & I'un qu'a l'autre.

Yest J. V. Poncelet®®) également qui fait les premiéres applications
de la réciprocité 2 la transformation des propriétés métriques en
prenant comme figure directrice la circonférence ou la sphére:

,Cest ainsi qu'il établit les propriétés des coniques homofocales
en montrant qu'elles sont réciproques des propriétés d’un systeme de
cereles dans le plan®).*

Dans sa polémique célebre avec J. D. Gergonne, il tirait argument
de cette considération pour affirmer la supériorité de la méthode des
polaires réciproques sur le principe général de dualité™).

De son ¢6té M. Chasles™) a employé la parabole ou le paraboloide
pour la transformation de propriétés métriques; plus tard encore,
A. Mannheim™), reprenant la circonférence et la sphére comme figures

65) ,Der barycentrische Calcul, Leipzig 1827, p 435/7; Werke 1, Leipzig 1885,
p. 872/4.%

66) ,Analytisch-geometrische Entwickelungen 2, Essen 1831.*

67) ,Mémoire de géométrie sur deux principes généraux de la science, la
dualité et homographie, Bruxelles 1837, [publié a la suite de 1'Apergu historique ")];
(2° éd.) Paris 1875, p. 575 et suiv.*

68) J. reine angew. Math. 4 (1829), p. 51; J. V. Poncelet, dans ce mémoire,

des relati gmentaires en ires entre des sinus.

69) ,Ann. math. pures appl. 17 (1826/7), p. 265: ce mémoire est une analyse
du précédent. J. V. Poncelet v indique aussi que les propriétés des quadriques
de révolution sont réciproques des propriétés de la sphére. K. Bobillier [Ann. math.
pures appl. 18 (1827/8), p. 185] et M. Chasles [id. p. 270] reprennent et déve-
loppent ces considérations.*

Voir aussi J. V. Poncelet, Correspondance math. phys. de 1'Observatoire de
Bruxelles 1 (1832), p. 118; Bull. sc. math. astr. phys. chim. 8 (1827), p. 109;
id. 9 (1828), p. 292.

70) Bull. sc. math. astr. phys. chim. 8 (1827), p. 109. D'ailleurs J. D.
Gergonne n’avait parlé du principe de dualité qu'd propos de propriétés de ,si-
toation*.

71) Correspondance math. phys. (de A. Quetelet) 5 (1829), p.281; id. 8 (1830),
p. 1. Voir aussi J. V. Poncelet, Correspondance math. phys. de I'Observatoire
de Bruxelles 1 (1832), p. 118, 141. M. Chasles [Apergu hist.®), (2° éd.) p. 226]
» employé une sphére imaginaire comme quadrique directrice.

72) A. Mannheim [J. math. pures appl. (2) 11 (1866), p. 193] transforme en
particulier la relation d’Euler sur la courbure d’une section plane normale d'une
surface.
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directrices, a établi des relations métriques entre les courbures de
deux courbes réeiproques.

6. La notion générale de correspondance. L'idée d'établir
une correspondance point par point entre deux figures date d’une
époque reculée; la méthode qui consiste 3 faire croitre dans un
méme rapport les ordonnées des points d’une figure en constitue un
premier exemple: c'est le procédé suivi pour former Yellipse & l'aide
d'une circonférence, proeédé déja employé par le peintre 4. Diirer™),
puis étudié par S. Stevin™) et Cl. Mydorge™). Dans la suite, Grdgoire
de Saint Vincent™) étendit la méthode en la complétant par le balance-
ment des ordonnées autour de leurs pieds.* Dans leurs travaux sur les
coniques, I. Newton™), Ph. de La Hire'™), ,et J. F. Le Poivre™)" ont fait
usage de la correspondance ponctuelle que L'on obtient en rabattant
Tun sur lautre, autour de leur droite d'intersection, deux plans en
perspective.

(C'est préecisément la ecorresp que devait retrouver plus
tard J. V. Poncelet, pour ce cas particulier des figures planes, dans sa
théorie des figures homologigues™).*

Ce mémoire constitue 1'appl.\cs,tmn 2 un exemple particulier et important,
d\me thode générale développée p d t dans un ouvrage du méme
auteur* [4. Maennheim, Transfc i des propriétés méiriques des figures 3
Taide de la théorie des polaires réciprogues, Paris 1857}, ,cette méthode géné-
Tale permettant de transformer une relation mdtrique quelconque.*

Plus récemment, L. Ripert [Nouv. Ann. math. (3) 17 (1898), p. 446; 18
(1899), p. 101, 306] a approfondi l'application de la dualité 4 la transformation
des propriétés métriques, ,en déduisant d’abord de toute propriété de la géo-
métrie plane la propriété corrélative de la géométrie plane, puis en transfor-
mant & nouveau ces deux propriétés en deux autres, dans la géométrie autour
du point corrélatif du plan de la premi¢re figure.*

73) Hierinnen sind begriffen vier Biicher von menschlicher Proportion (ceuvre
posth.) Nuremberg 1628; Opera, Institutiones geometricarum libri quatuor, Arnhem
1603; Les quatre livres ' Albert Diirer, de la proportion des parties et pourtraits
des corps humains, traduits par L. Meigret, Paris 1567; livre 1.*

74) 8. Stevin, (Buvres math., éd. 4. Girard 2, Leyde 1634, p. 348.*

75) ,Le traité des sections coniques de Cl. Mydorge [Cl. Midorgii prodromi
catoptricorum et dioptricorum sive conicorum] & paru en trois éditions: (17° éd.)
Paris 1631, contenant les deux premiers livres du traité; (2° éd.) Paris 1639,
contenant de plus les deux derniers livres; (3° éd.) Paris 1660.*

76) ,Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni, Anvers 1647,

. 332.*
? 77) Voir, sur ce point, C.Juel, Nyt Tidsskrift math. Kébenhavn (Copenbague)
2 (1891), B. p. 3/6.

78) Nouvelle méthode en géométrie®), p. 5.

79) ,Sections du cylindre?”), p. 81.* .

80) ,Propriétés projectives '9), (1™ éd.) p. 166; (2* éd.) 1, p. 151.

6. La notion générale de correspondance. 17

C'est aussi & propos de létude des coniques que . Walker®)
emploie une correspondance qui n'est pas autre chose qu'une trans-
formation homographique d'un plan, cette correspondance étant déter-
minée en définissant chaque point par Vintersection de deux rayons
appartenant chacun & un faisceau de droites, puis en établissant une
correspondance homographique entre ces faisceaux.

L. Euler®) signale également, comme procédé de transformation
point par point des figures, ,la méthode consistant & faire croitre,
dans des rapports constants, les diverses coordonnées des points d'une
figure*; il appelle figures affines (lineae affines) celles qui se déduisent
T'une de l'autre par ce procédé appelé affinité.

Vers 1800, la notion de transformation géométrique semble étre
d'un usage courant; on emploie principalement, soit les diverses
méthodes que nous venons de rappeler, soit le procédé qui consiste
dans la rotation d’un systtme d’axes de coordonudes, ,soit encore la
transformation d’une figure en une figure homothétique®, soit enfin
des combinaisons de ces diverses méthodes®),

A. F. Mobius*) et M. Chasles” devaient simultanément®)* coor-

81) Sur (. Walker et son ouvrage [A treafise on conic sections, Londres
1794] cf. C. Taylor, Quart. J. pure appl. math. 14 (1877), p. 25.

82) Introductio in analysin infinitorum 2, Lausanne 1748, p. 239; trad. J. B.
Labey, Introduction & l'analyse infinitésimale 2, Paris an V, p, 236. ,Le fait
qu'un cercle puisse étre ainsi transformé en une ellipse élait déja connun d’Ar-
chiméde [meel nwvosidéoy xal spargosdény, prop. 4; Opera, éd. J. L. Heibery,
(2° éd.) 1, Leipzig 1910, p. 276] (Note de G. Enestrom).*

A. F. Mébius [Der barye. Calcul®®), p. 194; Werke 1, p. 180], g’autorisant
de l'exemple de L. Euwler, introduit les expressions affinité (Affinitit) et figures
affines (affine Figuren).

83) Voir par exemple [Bull. sc. math. astr. phys. chim. 1 (1822), p. 5] le
compte-rendu du Traité des propriétés projectives de J. V. Poncelet, ainsi que
ce dernier ouvrage'®), (1% éd.), introduction p. XXXIT; (2* éd.) 1, introd. p. XXL

Dans cet ordre d'idées, citons ’exemple de M. Chasles qui, par une trans-
formation affine, étend & l'ellipsoide des propositions relatives & la sphere, It
emploie aussi [J. math. pures appl. (1) 2 (1837), p. 388] certaines tranaformations
particulidres qui conduisent 4 des transformations homographiques. Enfin M. Chasles

[Apergu hist.”), (2¢ éd.) p. 223] indique plusienrs méthodes de transformation,

toutes équivalentes & la transformation corrélative (ou réciproque).

84) A F. Mobius était conduit a lidée générale de la transformation
homographique [qu'il appelle collinéation] en constatant que le triangle fonda-
mental de ses coordonnées barycentriques n’intervient pas dans un grand nombre
de résultats, et que par suite les mémes coordonnées peuvent se rapporter a diffé-
rents triangles. Dans un mémoire particulier [J. reine angew. Math. 4 (1829),
P- 1015 Werke 1, Leipzig 1885, p. 449], il expose ensuito les lois générales de la
«collinéation, ,sous une forme indépendante des notations du calcul barycentrique.*

85) ,Entre les travaux de A. F. Mobius et ceux de M. Chasles, la priorité
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donner ces diverses notions en les rattachant & une idée générale,
objet pour eux d’une étude particuliere. ,Leur but commun® était
de chercher la transformation la plus générale qui comprenne comme
cas particuliers Pégalité, la similitude et T'affinité des figures. ,Leur
régultat commun® est que cette transformation est celle qui, & des
points situés sur une méme droite ou dans un méme plan, fait cor-
respondre des points situés également sur une méme droite ou dans un
méme plan; A. F. Mibius Unppelle collinéation, et M. Chasles désigne
sous le nom de figures homographiques celles qui se déduisent I'une de
autre par cette transformation®). Tous deux” montrent principale-
ment qu'une fransformation homographique® (ou collinéation) est définie
dans le plan par quatre couples de points homologues, par cing couples
dans lespace, ces points étant placés dans une position générale®).

La démonstration de A F. Mobius repose sur ce qu'il appelle
construction par réseau (Netzkonstruktion). Si, en effet, partant de
quatre points d'un plan, on en déduit d'autres se succédant en nombre
illimité, soit en les joignant deux 2 deux par une droite, soit en
prenant l'intersection de deux de ces droites, I'ensemble formé par les
points ainsi obtenus est dense®®) dans toute Iétendue du plan; les
mémes opérations, effectuées ensuite dans un second plan, en partant

appartient incontestablement & ceux du premier: son ouvrage magistral, ,,Der bary-
centrische Caleul®, date de 1827. Le mémoire de M. Chasles est présenté en 1829
a Académie de Bruxelles et parait seulement en 1837 dans la premiére édition de
I'Apergu historique?). Mais M. Chasles semble ignorer les travaux de 4.F. Mobius,
aussi bien que ceux de J. Plicker, déja signalés les uns et les autres A propos
de la dnalité [cf. notes 65, 66], aussi bien que ceux de J. Steiner, dont nous
parlerons plus loin [n° 8], M. Chasles ne connait leur existence que de nom,
et avone son ignorance en disant & leur sujet [Apercu hist."), (2¢ éd.) p. 215]:
Nous éprouvons un vif regret de ne pouvoir citer ici leurs ouvrages, par suite de
notre ignorance de la langue dans laquelle ils sont écrits.™

86) Les formules analytiques représentant une transformation homographique
se remcontrent déja dans K. Waring ,[Miscellanea analytica de aequationibus
algebraicis et de curvarum proprietatibus, Cambridge 1762, p. 82; Proprietates
curvarnm algebraicarum, Cambridge 1772, p. 26]* qui lea obtient en généralisant
des formules obtenues par I. Newton [Philosophiae naturalis principia mathe-
matica, Londres 1687, livre 1, lemme 22; (2° éd.) Cambridge 1713, p. 79/81; Opera,
éd. S. Horsley 2, Londres 1779, p. 108; trad. par (.. K. de Breteuil, marquise du
Chdtelet 1, Paris 1759, p. 99] dans V'étude d'nn cas particulier; il en déduit gque,
dans cette transformation, le degré d'une courbe se comserve. Cf. M. Chasles,
Apergu hist.?), (2° éd.) p. 218 en note.

87) On entend par la des points tels que trois quelconques d'entre eux ne
soient pas en ligne droite, ni quatre quelconques dans un méme plan.

88) On dit qu'un ensemble de points est dense dans toute 1'étendue d'un
domaine lorsque chaque circonférence contenue dans ce domaine, si petite qu'elle
soit, entoure toujours un point au moins de I'ensemble et par suite une infiuité.

6. Ls notion générale de correspondance. 19

de quatre points de celui-ci, donnent, dans ce second plan, un second
ensemble qui correspond point par point su premier. A. F. Mibius
tenait cette démonstration pour suffisante. Mais, dans une conception
plus rigoureuse, elle doit, pour étre compléte, faire intervenir en outre
la notion de point-limite, & V'aide de laquelle on peut alors définir le
point qui correspond & un point ne faisant pss partie de Yensemble
ainsi défini [pour plus de détails, of n° 17).

M. Chasles établit Vexistence des figures homographiques par
deux procédés différents. Dans le premier®®), de nature analytique, il
regarde cette existence comme une conséquence du principe de dualité,
deux figures homographiques étant simplement deux figures corréla-
tives d’'une méme troisibme; et il insiste surtout sur I'égalité des
rapports anharmoniques [n° 7] d’éléments homologues des deux figures.
Cest cette propriété qui sert de base & sa seconde démonstration®);
en envisageant par exemple le cas des figures planes, il définit deux
figures homographiques, en partant de quatre couples de points homo-
logues, arbitrairement choisis, 4, 4'; B, B'; C, C'; D, IV, et en pre-
nant comme points homologues M et M’, deux points tels que les faisceaux
A(BCDM), B(LACD M) aient respectivement méme rapport anharmo-
nique que les faisceaux A'(B'C'D'M") et B'(4'C'D'M)*

Clest & A. F. Mobius que Pon doit la premiére démonstration de
ce fait que deux plans en correspondance homographique peuvent
toujours dtre placés en perspective®®), propriété que M. Chasles devait
également rencontrer plus tard par application de sa méthode®).*

Aux travaux de 4. F. Mobius se rattachent ceux de L. I. Magnus®®)
qui recherche toutes les correspondances ponctuelles biunivoques. En
dehors de la collingation il obtient la correspondance quadratique que,
par erreur, il regarde comme la transformation la plus générale cher-
chée [cf. n° 26].

7. Le rapport anharmonique. Si l'on envisage quatre points 4,
B, C, D dune méme droite, on représente par la notation (4BCD)

le rapport AC AD _AC><BD
 De'Bp=Towip—ABCD):

89) ,Aperqu hist.?), (2¢ éd.) p. 695.*

90) ,Dans le préambule de son Apergn historique '), M. Chasles indique les
idées fondamentales sur lesquelles reposent les deux d trati Puis, dans
cet ouvrage, il ne développe que la premidre, et ce n'est que besucoup plus tard
[Géom. sup.*®), (1™ éd.) p. 362], qu'il expose ensuite la seconde.*

91) Der baryc. Calcul®?), p. 320/8; Werke 1, p. 281 [cf. n° 9]

92) ,Géom. sup.”®), (17 éd.) p. 409; (2¢ éd.) p. 379.* Cebte propriété ne
e'étend pas & l'espace [voir n° 9]

93) J. reine angew. Math. 8 (1832), p. 52.
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En Allemagne, depuis 4. F. Mobius™), on désigne ce rapport
sous le nom de double rapport.

Plus tard M. Chasles, vemarquant que, dans le cas ot il est égal
4 —1, ce rapport était déja connu sous le nom de rapport har-
monique, Pa appelé rapport anharmonique®); il conviendrait peut-
étre de ‘substituer & cette expression qui préte & ambiguité un terme
plus correct, celui de rapport projectif par exemple®).*

De méme, quatre droites @, b, ¢, d d'un méme plan, issues d'un
méme point de ce plan, ainsi que quatre plans e, f, p, d, menés par
une méme droite, possédent un rapport anharmonique que l'on repré-
sente par la notation

(abed) ou (efyd)
et dont la valeur s'exprime, comme la précédente, 3 l'aide des sinus
des angles formés par ces droites ou ces plans, de la fagon suivante:
(abed) = g:%%; o E‘Zi;)?,
N Bin (o sin («d
(Br) = Lo e 59

La proposition fondamentale de la géométrie projective exprime
que dans un plan quatre droites concourantes ont le méme rapport
anharmonique que leurs quatre points d'intersection avec mne trans-
versale quelconque; elle établit ainsi le caractére projectif de ce
rapport [n° 4] Cette proposition remonte & Pappus®) ,qui I'a énoncée
sous des formes diverses; depuis, elle a été utilisée par B. Pascal®),
par G. Desargues®™) et par R. Simson'®); puis elle a été également

94) Der baryc. Caleul ®), p, 243 et suiv.; Werke 1, p. 219 et suiv.; voir aussi
J. reine angew. Math. 4 (1829), p. 101; Werke 1, p. 455. A. F. Mdbius emploie
Qaillenrs lexpression rapport de double seetion (,Doppelschuittverhiltuiss®) et
non celle de double rapport (,,Doppelverhaltniss). En anglais on dit eross-ratio
ou anhar ti0 et en italien birapporto.

95) Apergu hist."), (2° éd.) p. 85/6. Sur le rapport anharmonique de quatre
points d'un plan, voir n° 8.

96) ,Cette expression a été employée par O. Terquem [Nouv. Ann. math.
(1) 6 (1847), p. 68/74].*

97) Cette proposition forme la 129#me proposition du Titme livre des Collec-
tions mathématiques de Pappus; elle figure parmi les lemmes destinés & faciliter
la lecturs des porismes d'Huclide. Voir Puppus, Zvvayey) pednuans, éd.
F. Hultsch 2, Berlin 1877, p. 872/3.

98) . B. Pascal, Essay pour les coniques®); Buvres, éd. L. Brunschvicg et
P. Boutrouz 1, Paris 1908, p. 265.*

99) ,Cf. 4. Bosse, Maniére universelle de Desargues®), p. 836; cf. Euvres 4),
6d. N. G. Poudra 1, p, 152.*

100) ,R. Sémsorn, De porismatibus tractatus, prop. XVII, Opera quaedam
reliqua, Glasgow 1776, p. 880.*

7. Le rapport anharmonique. 21

énoncée par Ch. J. Brianchon®') et par J. V. Poncelet'®®), mais tous
deux n'en ont fait qu'un usage restreint!®®).*

Cest & , M. Chasles® et & A. F. Mobius que l'on doit d'avoir
signalé les premiers 'importance du rapport anharmonique et d’en avoir
donné la discussion théorique. A. F. Mobius fait reposer cette étude
sur quelques relations segmentaires fondamentales établies entre points
d'une méme droite, savoir:

AB+ B4 =0, AB+ BC=AC
et principalementt):
AB-CD+ AC-DB+ AD-BC=0.

De ces relations segmentaires résulte tout d’abord que, aux 24
permutations que l'on peut former avec les quatre points 4, B, C, D,
correspondent seulement six valeurs distinetes du rapport anharmo-
nique, chacune d’elles correspondant 4 quatre de ces permutations;
des mémes relations segmentaires, il résulte ensuite que ces six va-
leurs sont représentées par des nombres de la forme

1 A A—
R A g L

1=, 3

ol 4 désigne l'une quelconque d'entre elles®).
On doit aussi & 4. F. Mobius la relation suivante:

(ABDE)(ABEC)(ABCD) =1

qui concerne les rapports anharmoniques formés avec cing points
d’'une méme droite; c'est lui également qui a établi que le rapport an-
harmonique de quatre points 4, B, C, [) peut s’exprimer, en fonction des
rapports anharmoniques i, 2,, 4,, 4, que forme respectivement chacun

101) ,Lignes du second ordre'®), p. 9.*

102) ,Propriétés projectives '®), (17 éd.) p. 12; (2° éd.) 1, p. 12.*

108) ,Cf. M. Chasles, Aper¢u hist.)), (2¢ éd.) p. 34.*

104) Cette identité était déja connue de L. Euler, Novi Comm. Acad. Petrop.
1 (1747/8), éd. 1750, p. 50 [1748] ,et méme plusieurs sitcles avant lui du mathé-
maticien arabe EI-$abi [10ime gidcle; of. H. Suter, Bibl. math. (8) 8 (1907/8), p. 24}
(Note de G. Enestrom).* ,J. V. Poncelet [J. reine angew. Math. 8 (1828), p. 269}
démontre aussi cette relation. Cf. M. Chasles, Apercu hist.?), (2° éd.) p. 305;
W. F. Meyer, Verhandl. des dritten intern. Math. Kongresses Heidelberg 1904,
publ. par 4. Krazer, Leipzig 1905, p. 822/46; M. Stuyvaert, L'enseignement math.
8 (1906), p. 282.*

105) Der barye. Caleul®®), p. 246/50; Werke 1, p. 222/4, Sur I'équation qui
a pour racines ces six nombres et sur ses propriétés, voir A. Cayley, Messenger
math. (2) 17 (1887/8), p. 95; Papers 12, Cambridge 1897, p. 578.
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d’eux avec trois points fizxes, par la formule'*):

(4BCD) = Va—3)(h—1a)
(i —12.) (2 — 1)
Cette proposition peut étre considérée comme fondamentale dans la
théorie des transformations homographiques [n° 8].

Lorsque quatre points sont tels que les six valeurs de leurs rap-
ports anharmoniques sont égales deux i deux, I'une de ces valeurs
est17)

A=—1;

on dit alors que ces points forment une divisi
sont répartis en deux couples de points conjugués (zugeordnete Punkte)
qui chevauchent I'un sur lautre en se divisant harmoniquement, et
Ton dit que les deux points d’un couple sont comjuguds harmoniques
par rapport aux deux points de I'autre couple.*

On définit de méme ce que l'on entend par faisceau harmonique
de quatre droites concourantes ou de quatre plans passant par une
méme droite.

La proposition la plus importante de la géométrie projective
sur les divisions et faisceaux harmoniques est la suivante: dans tout
quadrilatére complet, deux sommets opposés forment un couple de
points conjugués harmoniques par rapport & deux points diago-
naux 1)

106) Der barye. Calcul®®), p. 250; Werke 1, p. 225. Plus généralement,
avec n droites quelconques d'un plan, il existe 2» — 8 rapports anharmoniques;
avec n plans quelconques de 'espace, il en existe 3n — 15 en fonction desquels
on peut exprimer rationnellement tous les autres rapports anharmoniques formés
avec les divers éléments de la figure,

1 au snjet des relations entre les rapports anharmoniques, M. Chasles
[Géom. sup.®?), (1% éd.,) p. 24; (2 éd.) p. 22], G. Battaglni [Giorn. mat. (1)1 (1863),
p- 41, 97, 161], ainsi que les divers traités classiques.

107) Les autres rapports anharmoniques de ces quatre points sonb alors
=2 et A=}

108) Au sujet de cette expression, J. Steiner [Systematische Entwickelung
der Abhiingigkeit geometrischer Gestalten von einander, Berlin 1882, p. 19; Werke
1, Berlin 1881, p. 252] renvoie & Ph.de la Hire [Sectiones conicae®), Paris 1685]
«0t & Ch. J. Brianchon [Lignes du second ordre'?), Paris 1817].*

109) C'est sur cette propriété que repose la construction, & laide de la
régle seulement, du quatritme point d'une division harmonigue donnée par trois
de ses points. J. Stetner [Syst. Entw.!°%), p. 75; Werke 1, p. 290] attribue &
Ph.de la Hire ,[cf. E. Lehmann, De La Hire und seine ,Sectiones conicae* 1,
Leipzig 1888, p. 9).* E. Busche [Math. Ann. 41 (1893), p. 591] généralise cette
construction en l'étendant au cas de 4 = — %, n étant un nombre entier.

7. Le rapport anharmonique. 23

Des relations trées nombreuses, toutes d'un caractere trés élémen-
taire, concernent d’ailleurs les divisions et faisceaux harmoniques''®).

Lorsque quatre points 4, B, C, D sont tels que

(ABCD) = (ACDB) = (ADBC),
on dit qu'ils forment une division éguianharmonique'); trois valeurs
de 4 sont alors égales & une des deux racines cubiques imaginaires
de l'unité négative, les trois autres & I'autre raciue, de sorte que de
pareils points ne sont jamais tous réels'™).

La notion de rapport anharmonique a été étendue par F. Folie'®) au
cas général de 2n points 4, B, C, ..., K, L situés sar une méme droite;
F. Folie définit, comme rapport anharmonique général, l'expression:

AB-CD----- KL:BC-DE----- LA.

Au reste, ce rapport anharmonique général peut s'exprimer au moyen
de rapports anharmoniques proprement dits'**).

On peut d’antre part, en substituant aux segments ou aux angles
plans des aires triangulaires ou des angles solides, étendre cette
notion & des figures élémentaires de nature plus élevée. La possibilité
de cette généralisation ayant été signalée pour la premidre fois par
J. V. Poncelet™), A. F. Mibius en donna aussitét un exemple en for-
mant, avec six points ou davantage d'un méme plan, des rapports
d’aires triangulaires qui possédent le caractére projectif!'®).

Cette étude devait étre reprise de divers cotés. Clest d'abord
E. Heis"'") qui démontre que Je rapport de produits d'aires triangulaires

110) Cf. M. Chasles, Géom. sup.*®), (1% éd) p. 38/65; (2° éd.) p. 87/63:
G. Dostor, Nouv. Ann. math. (1) 10 (1851), p. 78. Voir aussi les articles de
Géométrie ¢lémentaire de I'Encyclopédie.

111) Cette expression est due & L. Cremona, Introduzione ad una teoria geo-
metrica delle curve piane, Bologne 1862, p. 21.

112) ,Pour linterprétation géométrique des rapports anharmoniques imagi-
naires, cf. 4. Clebsch, Vorlesungen iber Geometrie'?), publ. par F. Lindemann,
(1 6d.) 2, Leipzig 1891, p. 115; G. Tarry, Assoc. fr. avanc. sc. 16 (Toulouse) 1887%
p- 168/88; Cl. Servais, Mém. couronnés et autres mém. Acad. Belgique in 8°,
52 (1894/6), mém. n° 3, p. 6 (Note de M. Stuyvaert).*

113) Bull. Acad. Belgique (2) 44 (1877), p. 469; (2) 45 (1878), p. 88. Une
extension du rapport anharmonique au cas de % points avait été déja donnéde
par 0. Terquem, Nouv. Ann. math. (1) 6 (1847), p. 68.

114) Chr. Beyel [Z. Math. Phys. 34 (188Y), p. 375] donne également une autre
généralisation, en composant un rapport anharmonique par voie d'addition avec
plusieurs rapports simples. Il l'emploie pour engendrer une courbe de degré n
ayant un point multiple d'ordre »n — 1

115) Propriétés projectives %), (1% éd.) p. 23, (2° éd.) 1, p. 23.

116) Der baryc. Calcul®®), p. 306/10; Werke 1, p. 270/3.

117) Acchiv Math. Phys. (1) 31 (1858), p. 37.



24 A. Schoenflies. TI1 8. Géométrie projective. A. Tresse.

formées avec cing points

(AEB-DEC): (AED- BEC)
reste invariable* dans le cas particulier ol on le projette par pers-
pective. Puis W. K. Clifford¥) domne, entre six points dun méme
plan, la relation suivante:

ABC-DEF— ABD-EFC+ ABE-FCD — ABF-CDE =0,

laquelle est projective dune part et, dautre part, constitue l'exten-
sion de la relation qui, dans le cas de la droite, relie quatre points de
cette droite et joue un role fondamental dans I'étude du rapport an-
harmonique. Partant de 13, il généralise les relations projectives fonda-
mentales, et étend, en particulier, & deux systtmes de trois points
A4, B,C et 4, B, ¢" Ia notion d’éléments conjugués harmoniques,
qu'il définit par la condition

ABC-ABC +ABC-ABC'+ ABC-A'BC'+ ABC - A'BC=0.
Il étend enfin toutes ces notions & la géométrie de l'espace en rem-
plagant des aires triangulaires par des volumes de tétraddres.

" Ensuite, G. Buttaglini'®) établit un grand nombre de relations
entre ces rapports d'aires triangulaires, et C\ W. Merrifild'*) s'attache,
en particulier, au rapport suivant, formé avec cing points seulement:

w=(ABC.BCD-CDE-DEA-EAB)
:(ACE-BDA-CEB-DAC-EBD)

en démontrant que, dans les 120 permutations que Yon peut former
avec ces cing points, ce rapport ne prend que 12 valeurs ,deux &
deux inverses l'une de l'autre”
Plus récemment, E. Busche'™) a étudié le rapport
(DBC- AEF) :(ABC- DEF)

formé avec six points, et démontré que, dans les 720 permutations
effectudes sur ces six points, le rapport me prend que 90 valeurs,
Jesquelles sexpriment d'ailleurs rationnellement & laide de quatre
geulement d’entre elles.”

118) Proe. London math. Soc.(1)2 (18686/9), p. 3; Papers, Londres 1882, p. 110/4.

W. K. Clifford donne également des relations analogues entre des grandeurs
définies soit par trois droites d’un plan, soit par trois droites issues d'un méme
point, soit enfin par trois plans concourants. Dans ces deux dernjers cas, ce
sont les sinus des angles triddres solides déterminés par ces droites ou plans
qui interviennent.

119) Giorn. mat. (1) 3 (1865), p. 298.

120) Messenger math. (2) 5 (1876), p. 94.

121) J. reine angew. Math. 114 (1895), p. 1.

8, Les figures fondamentales et leurs transformations homographiques. 25

J. Brill'**) a étendu la proposition de Pappus, ,en envisageant le
rapport

(DFE-DAC-FCB-EBA):(A4BC-ADE- BEF-CFD)

et démontrant que, si I'on coupe six plans issus d'un méme point par
un septidme plan quelconque, le rapport précédent formé avee les
aires triangulaires découpées sur ce dernier plan par les premiers
est indépendant de la position du septieme plan.®

Enfin on trouvera, dans des recherches de F. Folie et C. Le
Paige, nne extension du rapport anharmonique & un systeme de six
ou de neuf droites, issues d’un méme point, avec une application a
Pétude des surfaces du second ou du troisieme ordre'®).

8. Les figures fondementales et leurs transformations homo-
graphiques. Aprés J. V. Poncelet & qui Pon doit les premiers prin-
cipes de la géométrie projective, aprés A. I Mobius & qui est due
Tidée de la correspondance homographique, c'est a J. Steiner™™) quil
faut attribuer deux notions des plus fécondes, celle des figures fonda-
mentales considérées comme éléments d’opérations nouvelles, puis celle
des méthodes projectives de géncration des figures, méthodes qui per-
mettent de partir de figures fondamentales simples pour en déduire
de nouvelles, et d'arriver ainsi progressivement & des figures de nature
de plus en plus élevée, en n'employant d'autre procédé que celni qui
consiste & déterminer les éléments communs & deux figures fonda-
mentales ou & réunir deux éléments par une méme figure fondamentale
les comprenant tous deux.

De son ¢oté, M. Chasles™) a beaucoup contribué 3 répandre ef

122) Quart. J. pure appl. math. 29 (1898), p. 286,

123) Bull. Acad. Belgique (2) 48 (1879), p. 41. Six points, convenablement
choisis sur une quadrique, déterminent avec un autre point arbitraire de la
méme surface six rayons dont le rapport anharmonique est constant. Il en est
de méme avee certains groupes de neuf points d'une surface du troisidme ordre.
Les méthodes de génération de courbes et surfaces se trouvent ainsi généralisées.

124) Les recherches de J. Steiner constituent le sujet de son ouvrage: Syst.
Entw.19%); Werke 1, p. 229 et suiv. Dans un passage de cet ouvrage, J. Steiner
[préface p. IX; Werke 1, p. 235] fait remonter & I'année 1828 lorigine de ses
idées.

125) ,Ainsi que mous l'avons déja dit & propos de A. F. Mobius®, il
semble que M. Chasles n'ait connu que de nom Vexistence des travaux alle-
mands antérieurs aux siens (il ne lisait pas l'allemand). Entrainé par ses grandes
qualités d’exposition, il ne précise jamais dans ses traités si les résultats qu'il
expose lui sont personnels, ou si c'est seulement la forme qu'il leur donne gui
est pouvelle.*



26 A. Schoenflie s G trie projecti A. Tresse.

& développer ces méthodes qu'il a principalement exposées dans deux
ouvrages, le ,Traité de géométrie supérieure® et celui des ,sections
coniques“.*

Les figures fondamentales de rang un ou de premiére espéce (&
une dimension) sont:

1°) la forme rectili ou division ponctuell ua), ou simpl t
lo ponctuelle

(4),
constituée par un ensemble de points 4 d’une droite u, appelée base
ou support'™) de la ponctuelle;
2°) le faiscean de rayons'®®)
M(a),
constitué par un ensemble de droites a situées dans un méme plan,
le plan du faiscean, et passant par un méme point M, le sommet ou
centre du faisceau 1%%);
3°) le faisceau de plans'™)
u(a),
constitué par un ensemble de plans « passant par une méme droite «,
appelée are du faisceau.
Les figures fondamentales de rang deus ou de seconde espéce @
deux dimensions) sont
1°) le systime plan®™), que lon envisage simultanément comme
formé soit par des points A, soit par des droites @ d'un méme plan &,
2°) la gerbe™™*), appelée aussi soit gerbe de droites®)
§(a),

8(a),

126) , Punktrethe en allemand, row (ou range) of points en anglais, punteggiate
en italien.*

127) ,Triger en allemand, base en anglais, sostegno ou sede en italien.*

128) ,Strahlenbiischel en allemand, flat pencil en anglais, fascio di Tagge en
italien.*

129) , Mittelpunkt en allemand, centre en anglais, centro en italien.*

130) , Ebenenbiischel en allemand, azial pencil en anglais, fascio di piani
en italien.*

131) ,Punktfeld ou Strahlenfeld en allemand, field of poinis ou field of
Uines en anglais, piano punteggiato ou piano rigato en italien.*

181*) On emploie aussi I'expression étoile. Parfois aussi on appelle hyper-
faisceaux les systtmes plans de droites et les gerbes de droites

132) ,Strahlenbiindel en allemand, pencil of lines en anglais, stella di raggs
en italien *

183) , Ebenenbiindel en allemand, pencil of planes en anglais, stella di piani
en italien.*

soit gerbe de plans')

8. Les figures fondamentales et leurs transformations homographiques. 27

suivant qu'on la regarde comme formée de droites a ou de plans o
issus d’'un méme point S.
Il nexiste enfin qu'une seule figure fondamentale de rang trois
ou de froisitme espéce (i trois dimensions) qui est le systéme de Ues-
pace Z, et que Pon peut regarder soit comme un espace de points
Z(4),

constitué par des points de espace, soit comme un espace de plans
Z(e),

constitué par des plans de l'espace.

Toutes ces figures fondamentales se correspondent deux & deux
par voie dualistique, savoir la ponctuelle et le faisceau de plans, le
systtme plan de points et la gerbe de plans, le systtme plan de
droites et la gerbe de droites, Iespace de points et l'espace de plans,
le faisceau de rayons étant i lui-méme son dualistique’™). De la
résulte que toute correspondance homographique entre deux formes
fondamentales, tout procédé de génération de figure peut se trams-
former par dualité; de 13 enfin V'origine d'un principe de transformation
des plus féconds dans la théorie des courbes et des surfaces!®).

On étudiera plus loin [n® 13] les involutions considérées comme
figures fondamentales.

Les formes fondamentales étant ainsi classées et définies, on étudie
ensuite leurs propriétés capitales et principalement les opérations géo-
métriques simples que I'on peut effectuer sur ces formes. La premidre
de ces propriétés concerne ce quon appelle les formes en perspective.

On dit qu'une ponctuelle u(A) et un faisceau de rayons M (a)
sont en perspective lorsque la ponctuelle est la section du faiscean
par une transversale rectiligne, c’est-a-dire lorsque chaque rayon a du
faisceau correspond a son point d'intersection A4 avec la base u de
la division %),

On dit de méme que deux ponctuelles u(A) et w/(4’) sont en
perspective lorsqu’elles sont les sections d'un méme faisceau de rayons
par leurs droites de base u et «/, C'est-a-dire lorsque chaque point A
de la premidre correspond au point 4’ de la seconde situé sur le

134) Dane la géométrie du plan, ce sont la ponctuelle et le faisceau
de rayons qui se correspondent par dualité, et de mdme dans la géométrie de
la gerbe, ce sont le faiscean de rayoms et le faisceau de plans.

135) Dang ce qui suib, lorsque nous r deux propositi se
transformant 'une dans I'autre par dualité, nous n’énoncerons le plus souvent
qu'une seule d'entre elles.

138) On dit aussi que le faisceau est la projection de la ponctuelle.
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méme rayon du faisceau, de sorte que, en particulier, au point d’inter-
section des deux bases u et %' se trouvent confondus deux points
homologues.

De méme encore, on dit qu'une gerbe S et un sysiéme plan ¢ sont
en perspective lorsque chaque rayon a de la gerbe S correspond &
son point d'intersection 4 avec le plan & et chague plan § de la
gerbe & sa droite dintersection b avec le plan. TEnfin, on définit de
la méme maniére la perspective entre deux systemes plans «, ¢’ ou
entre deux gerbes S et S

Cette notion de perspective entre deux formes fondamentales con-
duit immédiatement & 1'idée plus générale de correspondance projective
ou homographique. Celle-ci peut étre présentée sous des formes diverses.

Et d’abord, ainsi que 'a fait J. Steiner'™) lorsquil a présenté
pour la premitre fois la correspondance projective entre deux divisions
ponetuelles ou deux faisceaux de rayons, on dit que deux figures fonda-
mentales sont en correspondance projective ou homographique, ou sim-
plement qu'elles sont projectives ou homographiques, lorsque, ces deux
figures étant d’abord en perspective, on déplace l'une d'elles d'une
maniére quelconque en la considérant comme une figure de grandeur
invariable, la correspondance entre éléments homologues subsistant.

Mais si l'on regarde la disposition relative dans l'espace de deux
figures fondamentales eomme invariable, c'est par d'autres procédés
qu’il faut définir la correspondance homographique. Dans le cas de deux
figures de rang un on peut y arriver de trois manieres différentes.

Premiére maniére. Une premidre définition, obtenue par une inter-
prétation immédiate du cas de deux figures qu'un déplacement peub
amener i &tre en perspective, se trouve déja dans J. Steiner; elie
repose sur la proposition de Pappus concernant le caractere projectif
du rapport anharmonique, et dit que deux figures de rang un, pone-
tuelles, faisceaux de rayons, ou faisceaux de plans, sont rapportées
projectivement ou encore sont en correspondance homographique, lors-
que leurs éléments se correspondent d'une maniére biuniforme de telle
fagon que les rapports anharmoniques d’éléments homologues soient
toujours égaux?®),

La proposition fondamentale de cette théorie, conséquence im-
médiate de la définition, est- que la correspondance homographique est

137) Syst. Entw.™%8), p. 10; Werke 1, p. 246. C’est M. Chasles qui a employé
Yexpression homographie, s'appliquant & la correspondance de ce nom entre deux
figures fondamentales quelconques, tandis que J. V. Poncelct avait déja parlé
d’homologie, 4 propos de figures en perspective.

138) Cf. A. F. Mobius, Der baryc. Calcul®%), p. 317; Werke 1, p. 279.
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complétement déterminde pay trois couples d’éléments homologues'™).
Cette définition conduit & d’autres conséquences: l'une est que la
correspondance homographique est continue; une autre est que, dans
deux divisions ponctuelles homographiques, les abscisses de deux
points homologues sont lides par une relation bilindaire. Cest cette
relation bilinéaire qui donne une base analytique & I'étude de la
correspondance homographique ).

C'est ainsi que, dans une premiére méthode, M. Chasles™') s'est
servi, pour définir cette correspondance, de relations segmentaires
qui sont équivalentes & la relation bilinéaire. Plus tard, élevant son
point de vue, il a posé en postulat que toute correspondance biuni-
forme et non transcendante est homographique*?). Lorsqu'on opére
dans le domaine complexe, ce postulat peut &tre rigoureusement dé-
montré, mais il n'en est plus de méme lorsqu'on se limite au domaine
réel; énoncé sous cette méme forme générale, le postulat nest plus
alors légitime, ainsi que Ua montré C.F. Geiser sur un exemple!®®).

Clest qu'en effet, si deux variables sont lides par une relation
algébrique, ce que M. Chasles suppose implicitement par hypothese, cette
relation peut n'avoir qumne seule racine réelle pour chaque valeur
réelle attribuée & lune des variables'*). Néanmoins le principe de
Chasles, ainsi que son principe général de correspondance, ont con-
duit & une foule de résultats de valeur. Cela tient sans doute a ce

149) Sur cette question et sur les suivantes, cf. III 1, n> 27, 28,

140) C'est 4. Cayley [Philos. Trans. London 149 (1859), p. 61; Papers 2,
Cambridge 1889, p. 566] qui, le premier, a reconnu que le rapport anharmonique
est un invariant de la transformation bilinéaire.

141) Apergu hist.?), (2° éd.) p. 302. Voir aussi Géom. sup.®®), (1% éd.) p. 81;
(@ éd) p. 1.

142) C. R. Acad. sc. Paris 41 (1855), p. 1097. Dans cet article, M. Chasles
8 énoncé un autre principe analogue au précédent; d'aprds ce second principe,
lorsqu'il existe une correspondance biuniforme entre les points d'une ponctuelle
ot les couples de points d'une autre ponctuelle, ces couples de points sont
en involution et correspondent ant q aux points de la premidre
‘ponctuelle.

143) Ann. mat. pura appl. (2) 4 (1870/1), p. 26. Dans cet ordre d’idées, cette

ition que deux tangentes fixes d’une ellipse sont coupées par une tangente
mobxle suivant deux ponctuelles homographiques, devrait em effet s'étendre a
toute courbe ayant la forme d'une ovale convexe.

144) C'est également cetbe hypoth®se que fait implicitement W, Fiedler
[Z. Math. Phys. 6 (1861), p. 1] lorsque, dans un essai de démonstration du prin-
cipe de Chasles, il admet i diat t que la correspond: algébrique bi-
uniforme g’exprime par une relation bilinéaire. Voir aussi, P. H. Schoute, Diss,
Loyde 1870,
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que l'on n’en fait généralement application que lorsqu'on connait
réellement le nombre total des modes possibles de correspondance,
aussi bien les modes réels que les modes imaginaires et que, par le
fait, on opére implicitement dans le domaine complexe [ef. IIT 4].

Seconde maniére. En second lieu, si on veut donner & la géo-
métrie projective une base indépendante de la métrique euclidienne et
de Yaxiome de congruence'*"), il ne faut faire intervenir ni le rapport
anharmonique, ni la notion de mouvement, & laquelle .J. Steiner avait
recours dans son point de vue primitif. Une premitre définition, satis-
faisant & ces conditions, a été donnée par K. G. Chr. von Staudt. Nous
y reviendrons plus loin avec plus de détails [n° 17]. Signalons seule-
ment qu'elle repose sur une définition, indépendante de toute idée
métrique, d'une division harmonique, et qu'elle considéere une corres-
pondance homographique, entre deux divisions ponctuelles par exemple,
comme une correspondance dans laquelle, chaque point de 'une étant
d’abord I'homologue d'un point et dun seul de l'autre, chaque di-
vision harmonique de l'une a pour homologue une autre division bhar-
monique.

Troisieme maniére. On doit enfin & L. Cremona'®) une autre
définition remplissant également les conditions énoncées, et d'aprés
laquelle deux figures, ponctuelles ou faisceaux de rayons, sont dites
en correspondance homographique lorsqu'elles sont les deux termes
extrémes d’une suite finie dans laqueélle deux figures consécutives sont
en perspective’”). Cette définition peut s’étendre au plan et & l'espace.
Elle pose alors un probléme important, celui de chercher, étant don-
nées deux figures en correspondance homographique, combien on peut

prendre au minimé de figures intermédiaires4®).

145) Pour entrer dans une discussion complete des diverses méthodes, il est
indispensable de recourir & des idérations sur la g tri lidil
[of. T 1].

146) Elementi di geometria proiettiva, Turin 1873; trad. E. Dewulf, Eléments
de géométrie projective, Paris 1876, p. 27. Cf. J. Thomae [Ebene geometrische
Gebilde vom Standpunkt der Geometrie der Lage betrachtet, Halle 1873, p. 16]
et F. Aschieri [Memorie Ist. Bologna (4) 1 (188b}, p. 145).

147) On trouve déja dans K. G. Chr. von Standt [Geom. der Lage, Nuremberg
1847, p. 55] I'idée d’établir la correspondance projective & l'aide d'une succession
de perspectives.

148) Dans le cas des systémes plans, il suffit, d’aprés V. von Dantscher
[Ber. Naturw.-mediz, Ver. Innsbruck 18 (1888/9), p. 86/96] de trois perspectives.
LCf. Cl. Servass, Le mat. pure appl. 1 (1901), p. 254/63; Acad. Belgique, classe sc.
Mém. in 8% (2) 1 (1904/6), mém. n°® 2, p. 8.*

Dans le cas de la transformation homographique d’un espace ayant un nombre
quelconque de dimensions, F. Aschiers [Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 18 (1885),
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8. Les figures f¢

Considérons maintenant les figures de rang supérieur. La corres-
pondance homographique, que nous avons envisagée plus haut, entre
deux plans & et &, est identique i la collindation que nous avons déja
rencontrée dans les travaux de 4. F. Mobius [n° 6]. On peut done
la définir comme une correspondance entre deux plans qui relie chague
point de I'un & un point de Pautre, chaque droite de l'un & une droite
de Pautre, de telle fagon que deux éléments incidents correspondent &
deux éléments incidents, c’est-a-dire que si le point 4 est sur la droite 4,
son homologue A’ est également sur la droite d” homologue de d. La
proposition fondamentale de la théorie consiste en ce que la collinéation
est complétement définie par quatre couples de points ou de droites
homologues placés dans une disposition générale'*®). Elle est une consé-
quence immédiate de la proposition fondamentale, signalée plus haut,
et relative aux figures de premiere espéce. Mais gi, avec 4. F. Mobius,
on ne considére pas comme établie au préalable la théorie des figures
homographiques de premidre espece, la démonstration de cette pro-
position, qui repose sur la construction par réseaux due & A. F. Mibius,
doit en outre invoquer un axiome de continuité [voir n° 17].

Une collinéation peut étre définie par d’autres conditions; en parti-
culier, on peut se donner un point P dans I'un des deux plans et une
droite p’ dans I'autre plan, I'homologue de P étant assujetti & se trouver
sur la droite p'; d’aprés H. Schriter'™), on peut substituer, & un couple
de deux points homologues 4, 4, un systeme de deux points P, @
du premier plan associés, comme il vient d’étre dit, & deux droites p’,
¢ du second; et la collinéation est déterminée d’une maniére unique
par huit points du plan & associés & huit droites du plan &.

Dans une collindation, deux ponctuelles homologues, ou deux
faisceaux de rayons homologues, sont en correspondance homogra-
phique.

Clest & F. Seydewitz'') que Yon doit le premier exemple d’une
correspondance homographique entre deux plans réalisée par une cons-
truction graphique: il l'obtient en plagant dans le premier plan &

p. 989] & montré qu'il suffisait d'une snccession de perspectives en nombre limité.
Puis C. Segre [Jahrb. Fortschr. Math. 17 (1885), ¢éd. 1888, p. 613], analysant ce
travail, a ajouté cette remarque que le nombre minimum de ces perspectives est
n—m, si » est le nombre de di 8 de l'espace transformé, m celui de la
multiplicité des éléments doubles de la transformation.

149) 11 s'agit de points tels que trois quelcongues d’entre eux ne sont jamais
alignés, et de droites telles que trois quelcongues d’entre elles ne sont jamais
concourantes.

150) J. reine angew. Math. 62 (1863), p. 215.

151) Archiv Math. Phys. (1) 7 (1846), p. 113; (1) 8 (1846), p. 1.
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deux faisceaux de rayons P(a) et Q(b), dans le second plan & deux
autres faisceaux P'(a") et @'(b) et en reliant respectivement les deux
faisceaux du second plan aux deux faisceaux du premier par des corres-
pondances homographiques telles que la droite P ¢ qui joint les sommets
des deux faisceaux du plan & soit, dans chacune de ces deux corres-
pondances, I'homologue de la droite P'¢’ qui joint les sommets des
deux faisceaux du plan &

La correspondance projective, ou collinéaire, ou homographique,
entre deux espaces X et X', se définit de la méme fagon par ume
correspondance biuniforme entre leurs éléments dans laquelle des élé-
ments incidents correspondent & des éléments incidents. La colli-
néation est complétement définie par ecing couples de points homo-
logues placés dans une disposition généralei®®), et cette proposition
est une conséquence immédiate des propositions fondamentales analo-
gues qui eoncernent les figures de rang un ou deux; mais, si l'on
veut une démonstration directe, indépendante de ces propositions, il
est toujours nécessaire, en utilisant la construction par réseaux de
A. F. Mibius, de recourir & Paxiome de continuité.

Dans la correspondance homographique entre deux espaces, deux
figures fondamentales homologues, de rang un ou deux, sont elles-
mémes en correspondance homographique.

Signalons enfin que, dans cette correspondance, deux figures ho-
mologues sont toujours disposées soit dans le méme sens, soit en sens
contraire 1%%).

On emploie souvent la notation!%)

ABC...MN... KR ABC' ... M'N ...

pour indiquer que ABC ... MN ... sont homologues de A'B'(" ...
M'N'... dans deux figures homographiques de rang un, deux ou trois.

Un progrés capital, dans la théorie des correspondances homo-
graphiques, a été réalisé lorsque K. G. Chr. von Staudt introduisit Vidée

152) N. G. Poudra [Nouv. Ann. math. (1) 19 (1860), p. 108] a donné une cons~
truction de deux points homologues dans le cas ou l'on connait déja cing couples
de points homologues.

153) Of. G. Hauck, 7. Math. Phys. 24 (1879), p. 381; C. Rodenberg, id. 30
{1886), p. 112. La différence entre deux espaces disposés en sens contraire
est la méme que celle qui existe entre la main droite et la main ganche. Dans
le cas de deux espaces placés en perspective, K. G. Chr. von Staudt [Geometrie
der Lage, Nuremberg 1847, p. 71] en avait déja dit quelques mots.

154) Cette notation est égal t ployée pour dési les ¢lément:
homologues de deux plans, ou de deux gerbes, ou de deux espaces, en correspon-
dance homographique.

fond
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de jet (Wurf), expression par laquelle il désigne un systéme de quatre
points 4, B, C, D placés en ligne droite et pris dans un ordre déter-
miné. Le but de K. G. Chr. von Staudt, but qu’il a d’ailleurs atteint,
était d’affranchir la notion de rapport anharmonique de tout caractire
métrique. Or Pétude des correspondances homographiques montre que,
deux jets queleonques étant donnés, il est en général impossible de
trouver une correspondance homographique dans laquelle ces jets soient
formés de points homologues; lorsque ceci est possible, on dit que
les deux jets sont égaux. Ainsi une notion purement géométrique se
substitue & I'idée de rapport anharmonique. Nous reviendrons d’ailleurs
sur ce point anx n* 17 et 21.

G. Kohn a donné, pour le plan et l'espace, une extension for-
melle de cette nofion'®); cette extension repose sur la considération
suivante. Si T'on définit la transformation homographique d'un plan &
en un autre plan & en se donnant quatre points A, B, C, D dans le
premier et les quatre points homologues 4', B, €', IV dans le second,
un cinquiéme point F du plan ¢ détermine, avec les quatre premiers
4, B, C, D, une conique ¢, et sur cette conique, les cinq points
forment entre eux plusieurs jets distincts'®). De méme, dans le
plan &, les cing points A, B, ', I, E’ déterminent, d’une part, une
conique ¢ qui est la transformée homographique de ¢, et,”d’autre
part, plusieurs jets qui sont respectivement égaux aux précédents. On
congoit ainsi que l'ensemble des cing points 4, B, C, D, E forme un
Jjet ponctuel qui reste invariant dans toute transformation homographique
[ef. n°11]. En désignant respectivement par A,, B,, C, les points
d’intersection de la droite DE avec BC, CA, AB, on peut aussi
représenter ce jet par (4,5, C,DE).

Cette définition peut étre étendue 2 Pespace; la transformation
homographique d’'un espace X en un autre 3’ est alors définie par
cing points 4, B, C, D, E du premier et les points homologues 4,
B, ', IV, E' du second; les cinq points 4, B, C, D, E et un sixieme
point quelconque F définissent une cubique gauche qui est I’homo-

155) Math. Ann. 46 (1895), p. 285. La notion s’étend & un espace & n di-
mensions en faisant intervenir pour cet espace une certaine courbe d’ordre #, ap-
pelée courbe normale de cet espace. ,Cf. G. Kohn [Jahresb. deutsch. Math.-Ver
18 (1909), p. 450/4; Math. Ann. 46 (1895), p. 285/309; Sitzgsb. Akad. Wien 104 II*
(1893), p. 1167/70]; Chr. Beyel, %. Math. Phys. 47 (1892), p. 59/60; . London,
Archiv Math. Phys. (3) 7 (1904), p. 200/25.*

156) A. F. Mobius [J. reine angew. Math. 4 (1829), p. 124, Werke 1, Leipzig
1885, p. 474] et F. Seydewitz [Archiv Math. Phys. (1) 8 (1846), p. 1] avaient déja
montré que la transformation homographique du plan peut 8tre définie & l'aide
de deux coniques en correspondance projective.
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logue de la cubique définie par les six points homologues 4', B, C,
D, E, F', et, sur ces deux cubiques, les jets formés avec des points
homologues sont encore égaux; on a ainsi, dans Pespace, un jet formé
par six points.

En méme temps que les transformations homographiques, il y &
lieu d’étudier les transformations dites réziproques, ou corrélatives, des
figures de rang deux ou trois.

On dit que deux plans & et & sont réciproques l'un de Vautre,
ou encore, avec M. Chasles, qu'ils se correspondent par voie de cor-
rélation, lorsque chaque point 4 ou A’ de Pun correspond & une droite
@ ou a de lantre, deux éléments incidents A, b correspondant en
outre & deux éléments incidents o', B’. On définit de la méme maniére
la corrélation entre deux gerbes S et S’ par une correspondance entre
les droites de I'une et les plans de l'autre.

Enfin, la corrélation entre deux espaces X et X’ fait correspondre
respectivement les points, droites et plans de l'un aux plans, droites
et points de Pautre, avec la condition que les points A de I'un de ces
espaces, de X par exemple, situés dans un méme plan « de cet espace,
correspondent, dans I'autre espace 2, aux plans ' passant par le point
A’ homologue de «, et que, par suite, les points 4 appartenant & une
méme droite d de Pespace X correspondent aux plans o passant par la
droite d’ homologue de d.

Une correspondance projective, de méme qu'une correspondance
réciproque, entre deux espaces X et X’ peut étre définie en rapportant
projectivement les systémes réglés d’'une quadrique de X aux systémes
réglés d'une quadrique de X’

A. F. Mobius a déduit la correspondance réeiproque entre deux
plens de la correspondance homographique®); et nous avons déja
dit que, inversement, M. Chasles avait déduit la seconde de la pre-
midre'™) [n° 6]*; mais Cest principal t & F. Seydewitz que l'on
doit ]a premiére étude approfondie de ce procédé de transformation ).

Les propositions qui concernent des figures homographiques peu-
vent se transformer, par dualité, en propositions sur des figures cor-
rélatives: en particulier, la correspondance réeiproque entre deux plans
ou deux gerbes est complétement déterminée par quatre couples d'élé-
ments homologues, et celle entre deux espaces par cing couples. Rap-
pelons que V'existence des figures réciproques constitue une démonstration

157) Der barye. Calcul®), p. 440; Werke 1, p. 376.
158) Apercu hist.’), (2° éd.) p. 695.
169) Archiv Math, Phys. (1) 8 (1846), p. 1.
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directe, pour le plan comme pour l'espace, du principe général de
dualité 16%),

On dit que deux points 4 et B, situés respectivement dans deux
plans corrélatifs & et &, sont comjugués, ainsi que leurs droites homo-
logues @’ et b, lorsque le premier point 4 se trouve sur la droite b
homologue du second, hypothése d’ou résulte que le second point B’
est aussi sur la droite @’ homologue de 4. Cette définition §’étend
aussi & lespace. On dit encore que deux points conjugués forment
un systéme nul parce que la forme ternaire bilinéaire qui représente
analytiquement la corrélation s'annule pour un systéme de deux élé-
ments conjugués. D’aprés une proposition de H. Schriter'st), on peut,
dans la détermination d'une corrélation, remplacer un couple d’éléments
homologues 4, @’ (ou A, &) par deux systémes de points conjugués.
Au reste la théorie des systemes nuls est essentiellement une théorie
analytique®¥); rappelons seulement ici cette proposition, énoncée pour
la premidre fois par A. Clebsch!®®), que cinq systdmes nuls en déter-
minent toujours un sixidme, indépendant linéairement des premiers.

9, Propriétés métriques de la d h
Lorsque deux ponctuelles ou deux faisceaux de rayons sont en corres-
pondance homographique, il existe, entre leurs éléments homologues,
des relations méiriques trés nombreuses, toutes conséquences de I'éga-
lité des rapports anharmoniques®). Nous ne citerons que celles qui
ont une importance capitale.

Dans deux ponctuelles homographiques, de bases d et d’, le point
a Pinfini @, de la base d correspond, sur d’, & un point @ qui, en
général, est & distance finie, et de méme, le point & Vinfini R. de
la base d’ correspond, sur d, i un point & distance finie R, Ces

160) Voir n° 17, an sujet des hypoth2ses sur lesquelles repose cette dé-
monstration.

161) J. reine angew. Math, 62 (1863), p. 2156, L’étude des constructions &
effectuer, lorsque la transformation est ainsi définie, = ét¢ faite principalement
par F. London, Math. Ann. 38 (1891), p. 334,

162) Voir principalement J. Rosanes, J. reine angew. Math. 88 (1880),
p. 241/73; 90 (1881), p. 303/21.

163) Math. Ann. 6 (1873), p. 206. Un exemple de six systémes nuls sinsi
définis est donné par les points d'intersection d'un plan avec les couples de
droites d'un double-sizain (doppelsechs) d’'une surface du troisidme ordre; cf.
R. Sturm, Math. Ann. 22 (1883), p. 574,

164) Voir, principalement, M. Chasles, Géom. sup.?), (1% éd.) p. 81; (2° éd.)
p. 77; puis, A. Jacobi, J. reine angew. Math. 31 (1846), p. 40; E. Heis, Archiv
Math. Phys. (1) 31 (1868), p. 87; G. Baitaglini, Giorn. mat. (1) 1 (1863), p. 1, 41,
97, 161; G. Veronese, Giorn, mat. (1) 17 (1879), p. 181,
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deux points, R et ¢, sont appelés points de fuite ou points-limites; le
produit
RA- QA4
garde une valeur constante, quels que soient les deux points homo-
logues A, A, et cette valeur constante est appelée puissance de la eor-
respondance homographique. Aux points de fuite on associe deux
couples de points homologues G, G’ et H, H', appelés poinis de puss-
sance, lesquels satisfont aux relations
RG=QG=HR=H'Q.
Enfin, il existe dans la correspondance deux systtmes de segments
homologues égaux: & chaque couple de points homologues A4, 4’, on
peut en effet toujours associer deux autres couples C, ' et D, D’
tels que Pon ait
AC=A'C" et DA=DA.

De la méme fagon, lorsque deux faisceaux de rayons, de sommets
M, M’, sont homographiques, il existe toujours, dans chacun d’eux,
deux rayons rectangulaires ayant pour homologues, dans l'autre faisceau,
deux autres rayons rectangulaires. Si s, ¢ sont ces rayons dans le
faisceau M, si §, ¢ sont ceux du faisceaun M, et si @, @’ sont deux
rayons homologues quelconques, le produit

tg (s,a) - tg (', )

est constant, et sa valeur est appelée pui.
homographique. A ces rayons on associe deux autres couples de rayons
homologues g, " et &, &' appelés rayons de puissance, lesquels satisfont

aux relations i
(3,9) = (t,9) = (b, 5) = (B, ¥)
Enfin, il existe encore, dans la correspondance, deux systémes d’angles
homologues égaux, dont les angles droits (s, ¢) et (s, #) ne sont quun
cas particulier: & chaque couple de rayons homologues a, o' corres-
pondent toujours deux autres couples ¢, ¢’ et d, d' tels que l'on ait
(@ 0)=(d,d) et (da)=(d,d)

Passons a4 deux plans & ¢ en correspondance homographique.
Dans ces plans, la droite de l'infini de chacun d’eux, ¢, ou #%, corres-
pond, en général, & une droite & distance finie, ¢’ ou 7, appelée ligne
de fuite ou droite-limite. F. Seydewits'™) a montré qu'il existe dans
chaque plan deux faisceaux de rayons respectivement congrus (super-

de la corresp

165) Voir Archiv Math. Phys. (1) 8 (1846), p. 10; cf. G. Battaglini, Giorn. mat.
(1) 4 (1866), p. 97, 174; A. Transon, Nouv. Ann. math. (3) 8 (1869), p. 228; K. Isé,
Atti Accad. Pontaniana [Naples] (1) 24 (1894), mém. n° 3.
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posables) & leurs faisceaux homologues, les sommets de ces deux fais-
ceaux F' et F, dans &, F’ et F,’ dans £, étant symétriques par rap-
port & la ligne de fuite, » ou ¢, de ce plan. De méme, il existe dans
chaque plan deux ponctuelles respectivement congrues (égales) & leurs
ponctuelles homologues, les bases de ces deux ponctuelles étant paral-
leles & la ligne de fuite du plan et ,symétriques par rapport & cette
ligne*. Il en résulte que I'on peut toujours disposer deux plans en cor-
respondance homographique de manidre qu’ils soient en perspective®).

H. J. 8. Smith'®") a établi en outre que le faisceau de cercles
ayant pour points limites F' et F, a pour homologue un autre fais-
ceau de cercles dont F' et F,’ sont les points limites!®®), et aussi que
toute conique de foyers F' et F, a pour homologue une autre conique
de foyers F” et I'. L’existence de ces deux faisceaux homologues de
coniques homofocales domine toute 1'étude des relations métriques
entre les deux plans ¢ et &%)

Considérons maintenant deux gerbes, de sommets M et M, en
correspondance homographique. D’abord chacune d'elles comprend
toujours un systeme de trois rayoms, deux & deux rectangulaires et
toujours réels, ayant pour homologues trois autres rayons deux & deux
rectangulaires. Puis, dans chaque gerbe, il existe, d'une part, deux
faisceaux de plans respectivement congrus & leurs faisceaux homologues
et, d'autre part, deux faisceaux de rayons respectivement congrus &
leurs faisceaux homologues; les axes des premiers sont respectivement
perpendiculaires aux plans des seconds; les deux axes des premiers,
ainsi que les deux plans des seconds, sont symétriques par rapport
aux arétes du triedre trirectangle signalé plus haut!™).

166) G. Kilbinger [Z2. Math. Phys. 42 (1897), p. 104] en a donné une de-
monstration qui fait intervenir, dans les deux plans, les faisceaux de rayons
égaux a leurs homologues.

167 Proc. London math. Soe. (1) 2 (1866/9), p. 196. ,Les points principaux
de co travail sont reproduits Nouv. Ann. math. (2) 10 (1871), p. 66.*

168) Ces points limites sont aussi bien les centres des cercles de rayon
nul qui appartiennent au faisceau que les deux points communs i tous les cercles
du faisceau orthogonal au premier.

169) A. Cayley (Quart. J. pure appl. math. 3 (1860), p. 177; Papers 4, Cam-
bridge 1891, p. 442] signale également quelques propriétes métriques particulires.

170) Voir F. Seydewitz [Archiv Math. Phys. (1) 9 (1847), p. 166] qui signale
en outre plusienrs autres relations; et H. Faure, Nouv. Ann, math. (1) 17 (1858),
. 276; (1) 18 (1859), p. 381; (1) 19 (1860), p. 189. H.J.'S. Sméth'*") a déduit ces
relations de la considération des cones isotropes homologues (Nullkugeln). Enfin,
\H. Schriter [Theorie der Oberflichen zweiter Ordnung und der Raumkurven dritter
Ordnung als Erzeugnisse projektivischer Gebilde. Leipzig 1880, p. 377, 384] en
donne une démonstration géométrique simple
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Les relations métriques entre deux espaces X et X' en corres-
pondance homographique ont été maintes fois étudiées'™). D’abord,
dans ces espaces, le plan de Iinfini de chacun d’eux, & ou 7., corres-
pond, en général, & un plen & distance finie, &’ ou %, appelé plan de
fuite ou plan-limite. Puis, dans chaque espace, il existe une infinité de
ponctuelles congrues & leurs ponctuelles homologues, leurs bases tant
paralléles au plan de fuite et formant, dans chaque plan parallzle au
plan de fuite, deux faisceaux de rayons paralldles ™).

A deux plans homologues quelconques ¢, ¢’ correspondent tou-
jours deux droites homologues b, b’ qui leur sont respectivement per-
pendiculaires; l'ensemble de ces droites b ou " forme, dans chaque
espace, un complexe du second ordre I' identique au complexe des axes
des sections planes d’un systéme de quadriques homofocales, le tétraédre
fondamental de ce complexe étant constitué, dans l'espace X, par le
plan de linfini &, Je plan de fuite %%, et deux autres plans formant
avec 7 un triddre trirectangle. Ce systéme de quadriques homofocales
F est, de plus, 'homologue du systéme de quadriques homofocales F”,
qui se présente de la méme manidre dans espace X'; ces deux faisceaux
de quadriques jouent d'ailleurs un réle caractéristique dans la dis-
cussion des relations entre les deux espaces. En particulier, I'ensemble
des axes des faisceaux de plans congrus & leurs faisceaux homologues
forme une congruence qui est identique & celle des génératrices recti-
lignes de ces quadriques homofocales F'™%): cette congruence, d'ordre
six et de classe deux, a été étudiée en premier lien par R. Sturm!™).
Une étude approfondie a également été faite des faisceaux de rayons
congrus & leurs homologues’™) et des cercles qui ont pour homologues
d’'autres cercles 1),

171) Voir E. Maegis, Diss. Konigsberg 1868; F.J. Richelot, J. reine angew.
Math. 70 (1869), p. 137; G. Wenzel, Diss. Breslau 1870; et, principalement, H.J. .
Smith*®"), puis Th. Reye [Math. Ann. 46 (1895), p. 423] qui reprend et étend les
travaux du précédent.

172) Ces bases forment dans chaque espace une congruence (2, 2); elles
sont réelles entre deux plans paralldles au plan de fuite et symétriques par rap-
port 3 ce plan [cf. R. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 261].

178) F. J. Richelot [I. reine angew. Math. 70 (1869), p. 137/65] avait déja
constaté que, parmi ces droites, se trouvent les tangentes aux conmiques focales.

174) Math. Ann. 28 (1887), p. 261.

176) L'étude de ces faisceaux de rayons comporte, en particulier, 'étude de
Vensemble de leurs plans et de leurs foyers (Nullsystem); & cet énsemble se rat-
tachent trois nombres caractéristiques: le premier est le nombre de ces faisceanx
ayant un point donné pour sommet (« == 6); le second est le nombre dea fais-
ceaux sifués dans un plan donné (§ = 2); le troisitme est lo nombre des' faisceaux
qui comprennent une droite donnée (y = 4}
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Les formules concernant la courbure et la torsion, en des points
homologues, de deux courbes homographiques ont été établies & maintes
reprises; il en est de méme pour le probleme analogue concernant
les surfaces™). On peut, dans cette étude, faire intervenir systéma-
tig t les deux fail x homologues de coniques ou de quadriques
homofocales que nous avons signalés plus haut et considérer les deux
figures comme étant partagées par ces deux faisceaux en régions ho-
mologues. Ce procédé a été principalement employé par H. .. S.
Smith, pais, & son exemple, par Th. Reye'™); tous deux ont établi les
formules dont nous parlous.

On peut étudier la courbure des coniques et des quadriques en
remarquant que toute conique peut étre considérée comme la figure
homographique d'un cercle et en particulier, de son cercle de cour-
bure: c'est ainsi que C.COrang'™) a fait une étude approfondie de la
question. On peut aussi, dans cet ordre d'idées, établir les formules
&’Euler et de Meusnier!™).

Les formules relatives & la courbure de deux courbes ou surfaces
homologues, dans deux figures corrélatives, ont été établies par divers
auteurs %),

Toutes ces propriétés métriques de deux figures homographiques

Voir R. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 267. Le nombre « =6 & été inci-
demment déterminé, 3 propos de l'étude de deux gerbes en correspondaunce homo-
graphique, par H. Schroter [Oberflichen zweiter Ordnung %), p. 392] qui montre
en outre que, sur les six plans de ces faisceaux, il n'y en a que deux réels.

176) G. Kilbinger, Diss. Strashourg 1880, Ces cercles forment, dans chague
plan, un faiscean dont I'axe radical coincide avec la ligne de fuite du plan.

177) L. Geisenheimer, Z. Math. Phys. 25 (1880), p. 214; R. Mehmke, .Teorems
nulik do kolienat, article original écrit en volapiik dans une revue rédigée en
cette langue et publide 3 Londres en 1888*; un compte-rendu se trouve Jahrb.
Fortechr. Math. 20 (1888), éd. Berlin 1891, p. 861/2; F. Machovec, Sitzgsb. bohm.
Ges. Prag 1888, p. 169; Ol Servais, Mémoires couronnés et autres mém. Acad.
Belgique in 8°, 58 (1898/9), mém. n° 2, p. 3; A. Demoulin, C. R. Acad. sc. Paris
126 (1898), p. 390.

178) Synthetisch-geometrische Theoric der Kriimmung von Kurven und
Flichen zweiter Ordoung, Stuttgard 1886. La courbure des coniques avait £té
déja étudide, & ce point de vue, par J. Steiner [Vorlesungen iiber synthetische
Geometrie 2, Die Theorie der Kegelschnitte gestiitzt auf projektivische Eigenschaften,
1éd, par H. Schréter, (1% éd.) Leipzig 1867, p. 214; (3* éd.) Leipzig 1898, p. 203;
C. Pelz, Sitzgsb. bshm. Ges. Prag 1879, p. 205. Cf. II 17, 56 note 477,

179) W. Marz, Math. Ann. 17 (1880), p. 110; C. Crans, 7. Math. Phys. 31
(1886), p. 56; A. Mannheim, Propriétés métriques ™).

180) L. Geisenheimer, Z. Math. Phys. 30 (1885), p. 129; ,d. Demoulin''");
C. R. Acad. sc. Paris 114 (1892), p. 1102/4; Bull. Soc. math. France 21 (1893),
p. 83/4; 28 (1900), p. 180/3; Mathesis (3) 2 (1902), p. 132; CI. Servais'™).*
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se simplifient dans le cas od les éléments & I'infini se correspondent
entre eux. Deux ponetuelles homographiques dont les points & Pinfini
se correspondent sont dites semblables: dans ces divisions, deux seg-
ments homologues sont dans un rapport constant, et lorsque ce rap-
port est égal & I'unité, les ponctuelles sont dites congruentes ou egales.

Deux plans ou deux espaces en correspondance homographique,
dont les éléments & l'infini (droites de Iinfini ou plans de I'infini) se
correspondent, constituent ce que l'on appelle deux figures affines. Dans
une correspondance de ce genre, le milieu d'un segment quelconque
correspond toujours au point milieu du segment homologue, un paral-
lélogramme correspond & un parallélogramme, un parallélépiptde & un
parallélépipade, le centre d’'une conique ou d’une guadrique au centre
de Ia conique ou quadrique homologue. On peut définir la correspondance
affine entre deux plans ou deux espaces en faisant correspondre i un
triangle ou tétraddre du premier un triangle ou tétraddre choisi arbitraire-
ment dans le second. Dans deux figures affines, deux aires homologues ou
deux volumes homologues sont toujours dans un rapport constant15).

Les figures affines comprennent encore, en particulier, celles qui
sont connues sous le nom de figures semblables, celles-ci pouvant étre
envisagées dans la théorie qui nous occupe comme formant soit deux
plans en sffinité dans lesquels les ombilics se correspondent, soit deux
espaces en affinité dans lesquels les ombilicales se correspondent!#?).
La similitude comprend elleméme deux cas particuliers, celui des
figures egales et celul des figures symetriguesi®s),

Dans des figures affines ou semblables, toutes les relations mé-
"triques signalées plus haut se simplifient; il en est de méme des pro-
positions concernant les éléments congrus de ces deux figures'®). En
particulier, il résulte des propriétés des faisceaux ou des gerbes ho-
mographiques que si, dans deux plans en affinité, on envisage deux

181) On doit & 4. F. Mibius [J. reine angew. Math. 12 (1834), p. 109;
Werke 1, Leipzig 1885, p. 519] une transformation dans laguelle les volumes con-
servent leurs rapports, sans que cette fe tion soit h hique.

182) Il est assez difficile de préciser & qui est due I'introduction, dans ces
définitions, des ombilies (points cycliques) et de I'ombilicale (cercle imaginaire
de infini); en fait, elle est déja énoncée, ou tout au moins préparée, dans J. V.
Poncelet, Propriétés projectives 1%), (1 éd.) p. 48, 404; (2¢ éd.) 1, p. 48, 396.

183) M. Chasles [C. R. Acad. sc. Paris 51 (1860), p. 905] envisage la symétrie
plane, sous ce point de vue. Cf. H. R. Baltzer, J. reine angew. Math. 52 (1856), p. 146.

184) Voir, par ex. F. Seydewitz, Archiv Math. Phys. (1) 8 (1846), p. 28; R.Sturm,
Math. Ann. 28 (1887), p. 261; . Moshammer, Sitzgsb. Akad. Wien 74 II (1876),
p. 181; M. Chasles, Bull. sc. math. astr. phys. chim. 14 (1830), p. 321.
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points homologues quelconques P et P’ et les angles droits homo-
logues ayant leurs sommets en ces points, les directions des cdtés de
ces angles sont invariables; il en est de méme, dans deux espaces en
affinité, des deux tribdres trirectangles homologues ayant leurs som-
mets en des points homologues; les directions ainsi définies sont ap-
pelées directions principales [Pour les propriétés métriques de deux
figures corrélatives, cf. n® 11].

10. Les méthodes projectives de génération des figures. La
découverte par J. Steiner des méthodes projectives de génération des
figures géométriques marque une date capitale dans le développement
de la géoméirie projective. ,Vulgarisées presque aussitot, grice aux
travaux de M. Chasles, qui ne connaissait qu'incomplétement ceux de
J. Steiner®, ces méthodes prirent immédiatement une place prépondérante
dans les recherches géométriques. Cela tient & ce qu'elles possédent
deux qualités essentielles: la premibre est d’étre facilement accessibles
a T'intuition et de se préter immédiatement & des constructions simples
et vraiment géométriques dans la meilleure acception du mot; la se-
conde est d’étre susceptibles des généralisations les plus étendues.

A la vérité, bien avant que J. Steiner ett défini systématiquement
une conique comme le lien du point d'intersection des rayons homo-
logues de deux faisceaux homographiques, on connaissait bien des
procédés de description des coniques qui se rameément tous i cette
méthode projective générale. Tels sont, en premier lieu, la construetion
organique des coniques de I. Newlon'®) et leur génération, déja connue
de C. Maclaurin™®) et de W. Braikenridge™), 3 Vaide de polygones
variables ,dont les cotés passent par des points fixes et dont les som-
mets, sauf un, déerivent des droites*. Puis, dés les premidres années du
19ime sipcle, J. N. P. Hachette'®) donne la génération du cone orthogonal
par lintersection de deux plans rectangulaires tournant respectivement
autour de deux droites fixes concourantes, tandis que J. P. M. Binet'),

185) ,Principia math.*), (1% ¢d.) livre 1, lemme 21; (2°éd.) p.72/4; Opera,
éd. 8. Horsley 2, p. 101; trad. marquise du Chdtelet 1, p. 93.* Cf. C. Taylor, Proc.
Cambr. philos. Soc. 3 (1876/80), p. 859, 881.

186) ,Philos. Trans. Londou 39 (1785/%), p. 166.*

187)  Exercitatio geometrica de descriptione linearum curvarum, Londres
1733.* Voir, en ce qui concerne la bibliographie relative 3 ces auteurs et a
d'antres, K. Kotier, Jahresh. deutsch. Math.-Ver. 5 (1896), Leipzig 1901, p. 9.

188) Correspondance sur I'le. polyt. 1 (1804/8), p. 179. ,J. N. P. Hachette
traite incidemment cette question & propos du probleme d’astronomie: déterminer
les jours de l'année o le temps vrai esl égal au temps moyen.*

189) 1d. 2 (1809/13), p. 71.
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généralisant ce résultat, remplace les droites concourantes par deuz droites
quelconques et obtient ainsi 'hyperboloide orthogonal. P.M.N. Benoit 190}
donne la génération d'une conique & l'aide de deux faisceaux de droites
qui tracent sur deux bases fixes des ponctuelles semblables, et montre
en outre que les sommets de ces deux faisceaux sont deux points qui
peuvent &tre choisis arbitrairement sur la conique. G. Giorgini'®®), en-
visageant les droites qui partagent les cotés opposés d'un quadrilatére
gauche en parties proportionnelles, démontre qu'elles engendrent un
paraboloide hyperbolique, et M. Chasles complite immédiatement ce
résultat en montrant que la surface devient un hyperboloide & une
nappe lorsque les rapports des segments déterminés par ces droites
sur les cotés du quadrilatere sont, non plus égaux, mais proportionnels
 deux nombres fixes quelconques'®),

La génération d'une conigue considérée comme enveloppe de ses
tangentes avait 6t6 également pressentie depuis longtemps. Clest
ainsi que J. I Lambert avait démontré que, si une droite variable est
coupée dans un rapport constant par les cotés d'un triangle, elle en-
veloppe une parabole'®®). La propriété du rapport anharmonique de
quatre tangentes & une comique avait ét¢ déja entrevue, dans le cas
d'une parabole, par E. Halley'™), qui constate que lorsqu'un quadrilatere
est circonserit 3 une parabole, toute tangente & cette courbe partage
denx cdtés opposés du quadrilatére en parties proportionnelles'®).” Cette
proposition est & nouveau démontrée, dans la suite, par Manderlier*®®),
et M. Chasles V'étend @ une conique quelconque en montrant que les
rapports des segments déterminés sur deux cotés opposés du quadrilatere

190) Bull. sc. math. astr. phys. chim. 3 (1828), p. 206.

191) Correspondance sur I'Ee. polyt. 2 (1809/13), p. 440. Llexistence de la
surface ainsi définie par un quadrilatdre gauche et celle de deux systimes de
génératrices rectilignes de cette surface était déja comnue de Meier Hirsch,
Sammlung geometrischer Aufga‘b'su 2, Berlin 1807, p. 238.

192) Correspondance sur I'le. polyt. 2 (1809/13), p. 446. La condition gue
remplissent les droites variables se raméne immédiatement & 1'égalité des rapports

h i qu'elles d inent sur les deux cdtés fixes du quadrilatére;
cette que a cependant échappé & M. Chasles [cf. E. Kotter, Jahresh. deutsch.
Math.-Ver. 52 (1896), Leipzig 1901, p. 282 et suiv.].

193) Insigniores orbitae. cometarum proprietates, Augsbourg 1761, p.8; trad.
par J. Bauschinger dans W. Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften n° 183,
Leipzig 1902, p. 10.

194) ,Apollonii Perguei de sectione rationis libri duo, ex Arabico versi, Ox-
ford 1706, p. 168 (trad. latine de la version arabe de l'ouvrage ,De sectione
rationis* dont le titre en grec était weel ddyov dmovouiis) (Note de G. Enestrom).*

195) Voir M. Chasles, Apergu hist.}), (2* éd.) p. 155.*

196) Correspondance math. et phys. (de A. Quetelet) 4 (1828), p. 165.
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sont non plus égaux, mais proportionnels & deux nombres fixes.
M. Chasles*®") établit en outre la réciproque de cette propriété, o ap-
parait nettement ce fait capital qu’un rapport anharmonique est cons-
tant; (Cest & ce titre qu'il convient de lui attribuer, conjointement avec
J. Steiner, la génération des coniques i l'aide des faisceaux et ponctuelles
homographiques *)*  Mais c’est surtout ce dernier qui a rattaché ce
résultat & des idées d'une portée plus générale et qui a établi le prin-
cipe général des méthodes projectives de génération des figures.

J. Steiner a été conduit a la génération d'une conique par deux
faisceanx homographiques en partant de la propriété évidente du cercle
d'ttre engendré & laide de deux faisceaux égaux de rayoms et en
Pétendant aux coniques par une projection centrale; il arrive de la
méme manidre 3 la génération par deux ponctuelles homographiques'®).
De la il passe ensuite a la génération des cones du second degré par
deux faisceaux homographiques de plans dont les axes se remcontrent,
3 celle des quadriques réglées par deux faisceaux homographiques de
plans ou par deux ponctuelles homographiques dont les axes ou bases
ne sont pas dans un méme plan.

Cest & F. Seydewits™) que lon doit, d'une part, la génération
des quadriques par lintersection d'un rayon avec son plan homologue
dans deux gerbes réciproques, et d'autre part, la génération des cubiques
gauches par lintersection des rayons homologues sécants dans deux
gerbes projectives. M. Chasles fit également V'étude de ces cubiques
gauches en montrant d’abord qu'une telle courbe est engendrée par le
point d'intersection des plans homologues de trois faisceaux projectifs
et en démontrant ensuite que les plans issus de deux cordes quel-
conques de la cubique et projetant un méme point de la courbe forment
également deux faisceaux homographiques®!); il en déduit des cons-

197) Correspondance math. phys. (de 4. Quetelet) 4 (1828), p. 363.

198) Clest un titre que dique M. Chasles lui-méme, ,C.R. Acad. sc.
Paris 64 (1862), p. 1146.* Voir les commentaires que domne, sur cette question,
E. Kitter, Jahresb. deutach. Math.-Ver. 5% (1896), Leipzig 1901, p. 285 et suiv.

199) C'est au moins de cette maniére que J. Steiner procéde [Syst. Entw.10%),
p- 184; Werke 1, p. 829]. Mais ce procédé ne pouvait pas lui permettre d'stablir
1a généralité des courbes engendrées [cf. n° 28], Dés 1833, dans ses Cours, il
emploie une autre méthode qui ne fait intervenir aucune propriété de la circon-
férence; of. J. Steiner, Synth. Geom.!™) 2, (1% éd.) Leipzig 1867, préface p. VIL

200) Archiv Math. Phys. (1) 9 (1847), p. 187; (1) 10 (1847), p. 203.

201) La premiére propriété est donnée Apergu hist.), (2° éd.) p. 403/7;
la seconde, qui en est une i diate, n'est cependant par
M. Chasles, sans démonstration d'ailleurs, qu'environ vingt ans plus tard [J. math.
pures appl. (2) 2 (1857), p. 397].
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tructions géométriques de la courbe. FEnfin c'est 7h. Reye®?) qui,
dans cette théorie, fait intervenir le systéme des cordes ou bisécantes
de la courbe et montre que ces cordes sont les droites d'intersection
des plans homologues de deux gerbes en correspondance homographique.

Cest encore par des correspondances homographiques entre des
figures fondamentales que I'on peut engendrer la surface du troisidtme
ordre, la correspondance s'établissant alors, ainsi que l'a montré
H. Grassmann™®) entre les plans de trois gerbes; de méme enfin, &
Paide d'une correspondance homographique entre deux espaces, on peut
engendrer le complexe tdracdral de Reye®™*).

Un fait capital est & observer dans toutes ces générations de figures:
c’est que les sommets des faisceaux ou des gerbes, les bases des ponctuelles,
les axes des faisceaux, etc. ne sont jamais des éléments remarquables de
la figure engendrée, et qu'ils peuvent toujours étre remplacés par d’autres
éléments arbitraires de cette méme figure: en général, ce fait fut tou-
jours établi en méme temps que le mode de génération correspondant.

La premiere application de tous ces procédés de génération a
consisté & étendre aux figures nouvelles, ainsi engendrées, les notions
de figures fondamentales, de correspondance homographique, et méme
celle de génération projective de figures. Toute conique, toute qua-
drique réglée, toute cubique gauche peut en effet &tre regardée comme
constituée soit par des points, soit par des droites; chacun de ces élé-
ments est déterminé & I'aide d’autres éléments de figures fondamentales
en correspondance homographique, et se trouve donc assoeié & un
élément d'une figure fondamentale; ce résultat conduit immédiatement
a la notion du rapport anharmonique de quatre de ces éléments et
permet de définir, par exemple, le rapport anharmonique de guatre
points d’une conique comme étant celui des quatre rayons du faisceau
qui projette ces points d'un sommet choisi arbitrairement sur la courbe.
De cette fagon enfin, on est amené & envisager une correspondance
homographique entre les éléments de deux de ces figures.

C'est ainsi que J. Steiner®™) parle déja de points conjugués harmo-
niques sur une conique, et de tangentes également conjuguées har-

202) Geometrie der Lage, (1% éd.) 2, Hanovre 1868, p. 66; (4° éd.) 2, Stutt-
gard (Leipzig) 1907, p. 157; trad. frangaise par O.Chemin 2, Paris 1882, p. 96.

203) J. reine angew. Math. 49 (1856), p. 59; Werke 27, Leipzig 1904, p. 180.
Voir, au sujet des autres modes de génération de figures dus 3 H. Grassmann,
T'article 111 19.

204) Cette 6tude a 6té faite pour la premitre fois par Th. Reye, Geometrie
der Lage, (1™ éd) 2, Hanovre 1868, (chap. 15); (4° éd.) 8, Leipzig 1910, p. 1; trad,
frangaise par 0. Chemin 2, Paris 1882, p. 149.

205) Syst. Entw.2°%), p. 157; Werke 1, p. 345.
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moniques. La premitre notion de ponctuelles homographiques sur une
conique semble remonter & A. Jacobi™). Toutefois c'est K. G. Chr. von
Staudt™") qui, le premier, a envisagé systématiquement des ponetuelles
sur une conique (krumme Punktreihe) et leur a étendu les propositions
fondamentales; mais il n’applique ces résultats qu'a des propriétés con-
cernant les positions particuliéres de deux coniques®®), Ce sont en-
suite H. Schriter %) et L. Cremona®®) qui en font des applications métho-
diques et arrivent ainsi & la génération des courbes planes du troisiéme
et du quatritme ordre ainsi que des surfaces réglées du troisieme ordre.

La correspondance homographique devait enfin s'étendre & des
multiplicités d'ordre plus élevé, formées avec des courbes ou surfaces.
Ce sont les méthodes analytiques qui ont donné la premiére impulsion
dans cette voie, et c'est encore & .J. Steiner ') que Yon doit d'avoir établi
cette nouvelle généralisation sur des bases purement géométriques.
Cest lui qui montre qu'un faisceau de coniques est une multiplicité
projective en établissant une correspondance homographique entre
chaque conique du faisceau et la tangente a cette conique en Y'un des
points réels communs a toutes les coniques du faisceau. Fn reliant
ensuite ce faisceau de coniques & un faisceau de rayons par une cor-
respondance homographique, il obtient la génération des cubiques
planes®?). Ainsi était établie, dans la théorie des courbes et surfaces

206) J. reine angew. Math. 31 (1846), p. 67.

207) Geom. der Lage'®), p. 149 et suiv.

208) 1i envisage principalement des ponctuelles en perspective sur deux co-
migues ou des ponctuelles en involution sur une méme conique, et en fait des appli-
«cations aux polygones de Poncelet; cf. 4. Gapel, J. reine angew. Math. 36 (1848), p. 317,

209) J. reine angew. Math. 54 (1857), p. 31. Cf. 4. Milinowsks, 2. Math, Phys.
18 (1873), p. 288, Tl fant remarquer que la méthode ne permet pas d'engendrer
toutes les courbes du troisiéme eb du quatridme ordre. Ici encore I. Newtor [Prin-
cipia math.®®, livre 1, lemme 22; Opera, éd. S. Horsley 2, p. 108; trad. marquise du
Chaielet 1, p. 99] est un précurseur & qui est déja due une génération de ces
courbes: cf. E. Kitter, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 5% (1896), Leipzig 1901, p. 9.

En ce qui concerne l'extension de la méthode & une courbe d'ordre quel-
conque, voir 4. Milinowsks, J. reine angew. Math. 78 (1874), p. 175.

210) J. reine angew. Math. 58 (1861), p. 138.

211) Td. 47 (1864), p. 1 [1848]; Werke 2, p. 495. Cf. J. Steiner, Synth,
Geom.'™®), (2° éd.) 2, p. 224 et suiv.

212) C'est également de cette manitre qu'avait auparavant procédé M. Chasles,
C. R. Acad. sc. Paris 36 (18533), p. 949; 37 (1853), p. 272. J. Ph. E. de Fauque
de Jomquitres montrait d'aillears [Mém. présentés Acad. sc. Paris (2) 16 (1862),
p. 159] 4 cetle époque, que la description organique des courbes du troisitme
ordre et du quatritme ordre de C. Maclaurin peut se déduire de leur génération
par des faisceaux de coniques. Cf. M. Chasles, C. R. Acad. se. Paris 45 (1857),
p. 318,
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algébriques, la possibilité d’engendrer et de définir des courbes et
surfaces d’ordre supérieur & l'aide de fai x ou de multiplicités de
courbes ou surfaces d’ordre inférieur reliés par unme relation homo-
graphique®?). [Cf III 3 et III 19].

La génération projective des figures s'est encore prétée & d’autres
généralisations, faites dans des sens différents. Ainsi, il peut se faire
que ce ne soient pas tous les couples d'éléments homologues qui, par
leur intersection on par leur réunion, d t ce & un
d'une figure nouvelle, mais seulement certains couples d’éléments. C’est
ainsi que l'on arrive & la génération des cubiques gauches & I'aide de
gerbes en correspondance homographique, puis, avee H. Grassmann®¢),
a celle des cubiques planes & l'aide de trois systdmes plans projectifs
superposés, enfin, avec F. Schur®%), A celle d'une certaine classe de
surfaces du quatridme ordre & l'aide de quatre espaces en correspon-
dance homographique. :

On peut aussi considérer comme des extensions des idées fonda-
mentales de J. Steiner la substitution d'une correspondance trilinéaire
ou méme quadrilinéaire & la correspondance bilinéaire?), ainsi que la
correspondance, envisagée pour la premiére fois par L. Cremona®T),
entre des figures fondamentales ayant plusieurs déterminations, et son
application & la génération de figures de rang supérieur.

Notons un dernier probleme qui se rattache aux deux questions

14 +

213) J. Ph. K. de Faugue de Jonquitres [Mélanges de géométrie pure, Paris
18566, p. 166] et L. Cremona®'®) avaient déja précédé J. Stesner dans cette voie.

214) J. reine angew. Math. 49 (1865), p. £9; ce procédé de génération a été
ensuite exposé en détail par H. Schréter, id. 62 (1863), p. 231. D’autres méthodes
de génération des figures sont dues a H. Grassmann [J. reine angew. Math. 36
(1848), p. 177/84; 42 (1851), p. 187/92, 204/12; 44 (1862), p. 1/26; 52 (1856), p. 254/75;
Werke 2!, publ. par E. Study, G.Scheffers et F. Engel, Leipzig 1904, p. 73/9,
80/5, 99/108, 109/35, 218/38].

215) Math, Ann. 18 (1881), p. 27.

216) Cf. F. August [Diss. Berlin 1862] qui donne une génération des surfaces
du troisitme ordre & l'aide de trois faisceaux liés par une correspondance tri-
linéaire. Voir aussi F. London, Math. Ann. 44 (1894), p. 375 [cf. n°25). C.Le Paige
{Acta math. 5 (1884/5), p.195] a employé, pour engendrer une surface du troisieme
ordre, une correspondance quadrilinéaire entre quatre ponctuelles qu'il projette
de quatre droites d'un plan &: le lieu des points communs & quatre plans se
correspondant est formé d'une surface du troisitme ordre et du plan & Voir
aussi F. Schur, Ber. Ges. Lpz. 36 (1864), math. p. 128.

217) Cette idée a été ensuite reprise et développée par Em. Weyr, ,Theorie
der mehrdeutigen El bilde auf den algebraischen Curven und Fliachen
als deren Erzeugnisse, Leipzig 1865; Geometrie der riumlichen Ergebnisse 1—2-deu-
tiger Gebilde insbesondere der Regelfidche dritter Ordnung, Leipzig 1870 (Note
de G. Loria).*
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P 4

précédentes; il concerne I'étude de I'ensemble des générations de méme
nature avec lesquelles on peut former une méme figure?®). Cette

se rattach tiell t aux travaux de Th. Reye™) et de
F. Schur®2); elle a conduit & son tour & de nouveaux problemes, d'une
portée considérable, sur les courbes, les surfaces et les ensembles de lignes.

&

11. ¢© pondances ho phiques ou iproques entre
éléments d’une méme flgure fondamentale. Lorsque deux pone-
tuelles homographiques ou deux faisceaux homographiques sont super-
posés, c'est-d-dire ont méme base ou méme sommet, il existe deux
éléments, appelés éléments doubles, qui se correspondent & eux-mémes.
Si les deux figures, supposées décrites simultanément par leurs élé-
ments homologues, sont parcourues en sens contraires, ces éléments
doubles sont toujours réels; si les deux figures sont parcourues dans
le méme sens, les €léments doubles peuvent &tre soit réels, soit ima-
ginaires, soit confondus. §'il s'agit par exemple de deux ponctuelles
homographiques de méme base, la nature de leurs points doubles
dépend de la situation respective des points de fuite et des points de
puissance [n° 9]; les points doubles sont réels confondus ou imagi-
naires, suivant que R’ est supérieur, égal, ou inférieur & G H?®**),

Ces éléments doubles, M, N, jouissent de cette propriété caractéris-
tique que le rapport anharmonique (M N A.A4"), qu'ils forment avec deux
éléments homologues quelconques 4, A, garde une valeur constante 12%).

On doit a J. Steiner deux méthodes, d'un intérét théorique capi-
tal, qui permettent de comstruire les éléments doubles. La premiere
repose sur les deux relations

RM+ M@ —RQ, MQ ME=1GH:

La seconde fait intervenir un cercle fixe sur lequel on projette les
deux ponectuelles homographiques, et ramene alors le probléme & la dé-
termination des points doubles de deux ponctuelles homographiques
tracées sur une méme conique [n° 10]. Une troisieme construction,
,déduite de la théorie de l'involution®, sera donnée au n° 13.

218) F Seydewitz {Archiv Math. Phys. (1) 9 (1847), p. 158] avait déja constaté
qu'une méme quadrique peut étre engendrée d'une infinité de manitres, suivant
le choix des sommets des deux gerbes, & l'aide de deux gerbes réciprogues.

219) J. reine angew. Math. 74 (1872), p. 1; 104 (1889}, p. 211/40; 106 (1890),
p. BO/4T, 315/30; 107 (1891), p. 162/79; 108 (1891), p. 89/124.

220) Math, Ann. 18 (1881), p. 1, en note.

221) Dans le cas RQ = G H l'un des deux couples de points de puissance,
G, G ou H, H', est formé de deux points confondus, et constitue I'un des
points doubles.

222) ,Cf. M. Chasles, Géom, sup.®), (17 éd.) p. 107; (2° éd.) p. 100.*
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Cette construction des points doubles de deux ponetuelles homo-
graphiques de méme base permet de résoudre géométriquement un
grand nombre de problemes de géométrie par Pemploi d’un cercle fixe
unique sur lequel on définit, avec les données du probleme, deux pone-
tuelles homographiques. Tels sont, par exemple, certains problemes,
dits de fermeture, qui consistent a construire un polygome circonscrit
& un polygone donné et inscrit dans un autre ou, en particulier,
dans Je méme®™). On désigne ces problemes sous le nom de pro-
blémes du second ordre®), par opposition avec une catégorie étendue
d'autres problmes, dits du premier ordre, que Pon peut résoudre par
Temploi de la régle seulement?®).

Dans le cas particulier de deux ponctuelles semblables appartenant
& une méme droite, ou encore de deux ponctuelles égales mais de sens

123) Un grand nombre de problémes de cette espéce, ainsi que d’autres,
sont traités dans les premiers volumes des Annales de mathématiques pures et
appliquées par F.J. Servois, J. D. Gergonne, S. L' Huilier (voir en partic. Ann.
math. pures appl. 2 (1811/2), p. 116 et p. 285); puis par J. V. Poncelet, Ann. math.
pures appl. 8 (1817/8), p. 141,

Voir également J. V. Poneelet, Propriétés projectives 1%), (17 éd.) p. 843; (2°éd.)
i, p. 333, et surtout J. Steiner, Die geometrischen Konstruktionen, aunsgefiihrt
mittelst der geraden Linie und eines festen Kreises, Berlin 1833; Werke 1, Berlin
1881, p. 461,

J. V. Poncelet [Propriétés projectives!®), (17 éd) p. 135; (2° éd.) 1, p. 130]
avait établi le premier que l'on pent résoudre, avec la régle, tous les problémes
du second ordre, si I'on connait un cercle fixe et son centre. J. Steiner est allé en-
suite plus loin, en montrant que la connaissance du ceutre de ce cercle n'est pas
indisp ble, et en déterminant les points doubles des deux ponctuelles homo-
graphiques par la seconde des deux méthodes que nous avons citées plus haut.
Cf. E. Kotter, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 52 (1896), Leipzig 1901, p. 135.

La méthode dite de fausse position consiste ¢galement dans la détermina-
tion des éléments doubles d’une correspondance homographique entre &léments
d'une méme figure. Voir, par ex. L. Cremona, Geom. proiettiva'4®); trad, par
E. Dewulf, p. 181; ,M. Cha.yle. Géom. sip.*), (17 éd.) p. 2125 (2° éd.) p. 199.*

224) L'un des plus importants de ces ploblemEH du second ordre est celui
de la construction des deux droites qui remcontrent quatre droites données. Une
premidre solution de ce probléme fut donnée par Ch. J. Brianchon et A. Petit,
Correspondance sur I'Ee. polyt. 1 (1804/8), p. 434, 436; d’antres furent données
ensuite, par E. Bobillier et H. Gurbinsky [Ann. m&tb pures appl. 18 (1827/8),
P- 182] puis par J. Steiner [J. reine angew. Math. 2 (1827), p. 268/75; Werke 1,
Berlin 1881, p. 147]. Enfin J. Steiner [Syst. Entw.'%), p. 242; Werke 1, p. 402]
en donne encore une autre solution, fondée sur la comsidération des éléments
doubles d'une homographie.

225) Ces solutions reposent le plus souvent sur la considération de lignes
droites dont les points d'intersection peuvent &tre construits avec la régle seule-
ment; quelques-unes reposent aussi sur les propriétés du quadrilatére complet,
ou sur les théorémes de Desargues et de Pascal.
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contraires, I'un des points doubles est rejeté & l'infini, 'autre restant &
distance finie; dans le cas de deux ponctuelles égales et de méme sens,
les deux points doubles sont tous deux rejetés & linfini. Dans le
cas de deux faisceaux homographiques égaux et de méme sens, ,c'est-
a-dire déterminés par les deux ¢otés d'un angle constant qui pivote
autour de son sommet®, les rayons doubles sont les rayons dsotropes
ou minima, Cest-d-dire les droites imaginaires qui joignent le sommet
de T'angle aux deux ombilics du plan.

Passons aux figures planes. Lorsque deux systbmes plans pro-
Jectifs sont superposés, autrement dit, lorsque Pon envisage une trans-
formation homographique d'un plan en lui méme, il existe en général
un triangle (friangle fondamental, Hauptdreieck) dont les sommets P,
Py, P, et les ¢otés p,, p,, py sont les éléments doubles de la trans-
formation, c'est-a-dire les éléments qui se confondent avec leurs homo-
logues®S). Si 4 et A’ sont deux points homologues quelconques,
@ et d’ deux droites homologues quelconques de ces deux plans, le
rapport anharmonique du faisceau A (P, P, P, A) est constant ainsi que
celui de la ponctuelle d(p,p,p,d’) déterminée sur la droite d par les
quatre droites p,, p;, Py, d'; de plus, ces deux rapports sont égaux
entre eux®). Ce fait peut aussi s'exprimer, daprés K. G. Chr. von
Staudt, soit par la relation?®®®)

P P,P;AA N P,P,P,BF,

soit encore en disant que les trois cdtés p,, p,, p, déterminent sur
toute droite 4A’, qui joint deux points homologues quelconques, trois
points formant avec A et A" un jet projectif a tout jet analogue;
réciproquement, cette propriété caractérise une transformation homo-
graphique d'un plan ayant ce triangle P, P, P, pour triangle fonda-
mental. Chaque couple de points homologues, 4, A, forme ainsi avec
P,, Py, Py un jet invariant de la transformation [n° 8].

La nature de ces éléments doubles permet de répartir les trans-
formations homographiques d’un plan en lui-méme en cing classes
distinctes: dans les quatre premidres, ou bien les points doubles sont
tous trois réels et distinets, ou bien un seul est réel et les deux autres
imaginaires, ou encore deux de ces points, ou méme les trois, sont

226) ,Cf. M. Chasles, Géom. sup.*), (1% éd.) p. 403; (2° 6d.) p. 374.*

227) Cf. Chr. Beyel, Z. Math. Phys. 31 (1886), p. 147; 37 (1892), p. 59.

228) Beitriige ®*%), fasc. 8, p. 832; cf. G. Kohn, Mat.h Ann. 46 (1895), p. 285.
Il faut remarquer que les trois rapports anh A, 47, X détermi
respectivement sur chacun des trois cotés p,, p,, p, par les deux autres et par
deux droites homologues quelconques sont liés par la relation 2'A”4" —=1.
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confondus en un seul. On peut se représenter d'une fagon simple tous
ces cas en envisageant deux gerbes distinetes en correspondance
homographique et en les coupant par un méme plan; ces deux gerbes
engendrent, comme on l'a vu, une cubique gauche, et suivant la na-
ture des points d'intersection de cette cubique et du plan, on obtient
les divers cas de la transformation homographique®). Reste enfin
un dernier cas, dans lequel il y a oco! points doubles; c'est celui
des figures homologiques que nous étudierons en particulier au n° 12.

Lorsque la transformation homographique est une transformation
par qffinité, il 0’y a plus, en général, qu'un seul point double & dis-
tance finie, le centre daffinité ot deux droites doubles & distance
finie, issues de ce point* Ce point devient un centre de simdlitude,
lorsque les deux figures deviennent des figures semblables, et un centre
de rotation, lorsqu'elles deviennent des figures égales: dans ces deux
derniers cas, les deux autres points doubles sont imaginaires et sont
les ombilics du plan [cf 1v 6, 1}.

En se limitant & lespace ordinaire, deux espaces projectifs (ou
collinéaires) X, X’ sont toujours superposés. La transformation admet
alors, en geneml, comme éléments doubles, les quatre sommets P;,
les quatre faces x, et les six arétes p;, d’un tétraedre, dit tefraédre
fond: tal (H aeder); ce tétraedre a toujours au moins deux
ardtes opposées réelles®®®). La relation fondamentale entre éléments
homologues sexprime alors par la relation®?)

P,P,P,P,AA’ I\ P,P;P,P,BE;

elle exprime que toute droite qui joint deux points homologues quel-
conques rencontre les faces du tétraédre P, P, P, P, en quatre points
dont le rapport anharmonique est constant, que les plans menés res-
pectivement par cette droite et les quatre sommets de ce tétraddre
ont également un rapport anharmonique constant, enfin que ces deux
rapports sont égaux. Ces droites forment ainsi un complexe tétra-
édral I.

Il y a ici, dans le cas de l'espace, treize formes distinctes de trans-
formations homographiques; elles ont été mises en évidence & l'aide
de considérations géométriques, par K. G. Chr. von Staudt®™*). Parmi

229) Cf. G. Loria, Giorn. mat. (1) 22 (1884), p. 1.

230) Cf. H.Schoute, Archives néerland. sc. Harlem 6 (1871), p. 348; J. Zairoth,
Math. Ann, 18 (1878), p. 311.

231) K. G. Chr. von Staudt, Beitriige?®), fasc. 3, p. 332. Cf. G. Kohn, Math.
Ann. 46 (1895), p. 286.

232) Beitrlige®®), fasc. 3, p.328. Cf. G. Battaglini, Giorn. mat. (1) 14 (1876),
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elles, les formes particulitres les plus importantes sont les formes in-
volutives, qui seront étudiées plus loin [n° 13], et les suivantes.

La premitre, appelée homographie aziale?>), est. celle dans laquelle
I'ensemble des éléments doubles est comstitué par tous les points qui
appartiennent & une certaine droite d, et par tous les plans qui passent
par une autre droite &'

Dans la seconde, appelée homagraphie biaxiale®™) ou homographie
gauche (gescharte), il existe deux droites remarquables d et d’ telles que
tout point situé sur I'une d’elles, ou tout plan passant par l'une d'elles,
est un élément double, de sorte que la droite qui joint deux points
homologues quelconques ou qui est I'intersection de deux plans homo-
logues quelconques s'appuie sur ces deux droites d et d.

Dans une troisidme forme enfin, il existe un plan & dont tous les
points et toutes les droites sont éléments doubles et une gerbe M dont
tous les plans et tous les rayons sont également éléments doubles:
cette forme est appelée homographie centrale ou encore transformation
homologique.

Si l'on envisage le complexe tétraédral formé par les droites qui
joignent deux points homologues, il se décompose, dans le cas de I'homo-
graphie axiale, en deux complexes linéaires ,spéciaux”; dans le cas de
I'homographie biaxiale, il dégéndre en une congruence linéaire dont les
directrices sont les droites d et d’, et dont les rayons sont les droites
doubles de la transformation; enfin, dans le cas de I'homographie cen-
trale, il se décompose encore en un systéme plan de droites, celui
des droites situées dans le plan d’homologie &, et en ume gerbe de
droites, celle des droites qui passent par le centre d’homologie M,
toutes ces droites étant encore des éléments doubles®®). Dans ces
deux derniers cas, tout couple de deux points homologues A4, A’
donne un rapport anharmonique constant, (dd’44") ou (MeAdA).

Dans le cas particulier o les figures homographiques sont affines,

p. 115; Rendic. Accad. Napoli (1) 13 (1876), p. 2; G. Loria, Giorn. mat. (1) 22
(1884), p. 1; H. B. Newson, The Quart. Univ. Kansas 6 (1897), p. 63; ,Cl Servass,
Aced. Belgique, classe sc. Mém. in 8% (2) 1 (1904/6), mém. n° 2, p. 8.5 ,Pour
la théorie analytique ot la bibliographie ainsi que pour l'extension & I'hyper-
espace, cf. E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, Pise
1907, p. 68/100.*
233) Of. F.Schur, Math. Ann. 19 (1882), p. 481; c'est & F. Schur qu'est dd
le terme axiale.
234) ,Cf. J. J. Sylvester, C. R. Acad. sc. Paris 101 (1886), p. 35, 189.*
236) La classification des tunsformahans homogmphlques, basée sur la
idération du plexe tétraddral, est i e i par 4. 4 der,
Sitagsb. Akad. Wien 98Tl (1889), p. 592; Monntsh Math. Phys. 1 (1890), p. 371.
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ou semblables, ou égales, il y a lieu de signaler certaines propriétés
remarquables. Dans ces cas, le tétraddre des éléments doubles comprend
toujours une face formée par le plan de Vinfini, de sorte qu’il v’y a
en général quun seul point double & distance finie: clest, suivant
les cas, le centre daffinité ou le centre de similitude. Dans le cas des
figures semblables ou égales, l'ombilicale se correspond & elle-méme;
deux des points doubles sont situés sur l'ombilicale aux points od
elle rencontre une droite réelle; le pole de cette droite par rapport a
Pombilicale est le troisitme point double situé dans le plan de linfini;
par ce point enfin passe la seconde ardte réelle, située & distance
finie, du tétraedre fondamental, et I'une des faces du tétraedre fonda-
mental est perpendiculaire & cette droite®®). Dans le cas des figures
égales, cette droite est 'axe du déplacement hélicoidal ou du mouve-
ment de rotation qui amene les deux figures & coincider point par
point®7); dans le cas de deux figures semblables, une rotation autour
de cette droite rend les deux figures homothétiques par rapport au centre
de similitude. Ce dernier cas des figures homothétiques constitue
également un cas particulier de deux figures homologiques.

Un autre cas remarquable de figures homographiques est celui
od deux figures planes collindaires superposées ont en commun une
conique dont les points se correspondent deux & deux sans étre points
doubles. Lorsqu'une pareille conique existe, il en existe en outre une
infinité d'autres qui jouissent de la méme propriété, et toutes ces
courbes forment une famille de coniques bitangentes dont les points
de contact et les tangentes communes sont sommets et edtés du triangle
fondamental. On dit alors que la transformation homographique est
une transformation d’Hermite®®), du nom de Ch. Hermite, qui l'a ren-
contrée dans la recherche de substitutions lindaires laissant invariante
une forme quadratique’ ,Nous venons de rencontrer un exemple de
cette transformation dans le cas des figures égales, on la famille de
coniques bitangentes est alors constituée par les courbes suivant les-
quelles le plan de Vinfini coupe les cones de révolution ayant un méme
axe, celui du déplacement hélicoidal*

D’une fagon analogue une collinéation de Tegpace peut conserver
des coniques, des cubiques gauches ou des quadriques.

286) Cf. C. Moshammer, Sitzgsb. Akad. Wien 74 II (1876), p. 131.

287) Pour plus de détails, voir IV 6, 1; I'étude des cas d'exception, ainsi
que celle des figures symétriques, est traitée dans cet article.

288) J. reine angew. Math. 47 (1854), p. 313. . Kokn [Math. Ann. 46 (1895),
p- 294] donne la condition que doit remplir, dans ce cas, le jet [n° 8] corres-
pondant & la transformation,
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On peut arriver & la notion d’éléments doubles dans la trans-
formation homographique d'une figure fondamentale par la consi-
dération d'une succession d’éléments qui tendent vers une limite. Ce
procédé a été employé, pour la premitre fois, par G. Battaglini®™) et
Ed. Weyr®),

Envisageons d'abord deux ponctuelles homographiques portées sur
une méme droite; & un point quelconque 4, de la premidre ponctuelle
correspond un point A4," de la seconde; ce point 4, coincide avec
un point 4, de la premidre ponctuelle, lequel correspond & son tour &
un point 4," de la seconde ponctuclle, et ainsi de suite; cette suite de
points 4y, 4,,..., 4,,... tend vers I'un des deux points doubles sup-
posés réels des ponctuelles homographiques. Si ensuite, inversement, on
envisage successivement le point 4., de la seconde ponctuelle qui coin-
cide avee 4,, et son homologue 4_, dans la premidre ponctuelle, puis
le point A”, de la seconde ponctuelle qui coincide avec A_, et son
homologue A_, dans la premiére, et ainsi de suite, la suite des points
A_,, A_,, ... tend vers le second point double.

Dans la transformation homographique d'un plan, le méme procéds,
appliqué aux points de ce plan, donne deux des points doubles de la
transformation; appliqué aux droites, il donne deux des droites doubles.
Ce point a été principalement étudié par F. Amodeo®s).

A. Clebsch®®) a envisagé aussi une succession d’éléments formée
par un procédé analogue: sa méthode repose sur ce fait que les dia-
gonales d'un pentagone forment un second pentagone qui est une
figure homographique du premier; si l'on opbre ensuite sur ce second
pentagone comme on a opéré sur le premier, et ainsi de suite, on
forme une succession de pentagones qui tendent vers un point limite
et ce point limite est un point double d’une transformation homo-
graphique.

Apres les correspondances homographiques, on peut envisager de
m@me les correspondances corrélatives entre deux figures fondamentales
appartenant & une méme multiplicité. Leur étude a été faite, pour
la premiére fois, par F. Seydewitz*®) qui se bornait au cas des figures
planes. Les éléments qui jouent un réle capital dans la question sont

239) Giorn. mat. 1 (1) (1863), p. 251.

240) Sitagsb. bohm. Ges. Prag 1869, p. 3.

241) Giorn. mat. (1) 27 (1889), p. 40; cf. M. Genty, Bull. Soc. math. France
21 (18938), p. 145; T. Brodén, Ueber die Iteration ternirer Kollineationen mit
rationalen Coefficienten, Lund 1899,

242) Math. Ann. 4 (1871), p. 476.

248) Archiv Math. Phys. (1) 8 (1846), p. 1.
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alors les deux points (centres) qui correspondent a la droite de l'infini,
ot deux rayons rectangulaires, menés par chacun d’eux, respectivement
conjugués [n° 8] les uns des autres. Si l'on déplace les deux figures
de manidre que ces éléments viennent coincider, on obtient deux figures
polaires réciproques [n° 13]. Dans le plan il existe en outre deux
coniques remarquables ¢ et y; la premidre, ¢, est le lieu des points
qui se trouvent sur leurs droites homologues, et la seconde, y, l'en-
veloppe des droites qui passent par leurs points homologues; ces deux
comiques ¢ et p sont bitangentes. Inversement, un systeme de deux
coniques bitangentes ¢ et p permet toujours de définir une trans-
formation corrélative d'un plan.

Une transformation corrélative d’un plan permet de définir une
correspondance quadratique entre les points de ce plan; nous y re-
viendrons plus loin [n® 26].

Dans la transformation corrélative d’une gerbe il existe toujours,
ainsi que V'a montré H. Schroter4), deux triedres trirectangles qui se
correspondent; si I'on ambne ces deux tribdres & coincider, les deux
gerbes deviennent deux figures polaires réciproques, et les arétes de
ces triddres coincident alors avec les directions principales du cdne
directeur de la transformation par polaires réciproques.

Des propositions analogues concernent la transformation corréla-
tive de I'espace®®): ici encore interviennent certains éléments remar-
quables: clest d’sbord, dans chaque espace, un point appelé centre,
I'homologue du plan de linfini, puis un triedre trirectangle ayant ce
point pour sommet et qui, associé au plan de I'infini, forme un tétraddre
dont le tétraddre corrélatif est constitué de la méme manidre avec un
trigdre trirectangle et le plan de l'infini. De méme, il existe deux qua-
driques remarquables F' et @; la premitre, F, est le lieu des points
qui se trouvent dans leurs plans homologues; la seconde, @, est
Tenveloppe des plans qui passent par leurs points homologues; ces
deux quadriques se coupent suivant les arétes d'un quadrilatére gauche,
et chacune de ces quatre arétes est & elle-méme son homologue. En-
suite, si l'on associe, dans les deux espaces, les deux points qui corres-
pondent & un méme plan, la droite qui les joint engendre un com-
plexe du second ordre dont la surface des singularités se décompose

244) J. reine angew. Math. 77 (1874), p. 105. H. Schriter [Oberflichen zweiter
Ordnung 1%, p. 422 (§ 49 et 50)] donne une discussion complite de la trans-
formation corrélative d’'un plan ou d’une gerbe.

245) Cf. H. Schroter, J. reine angew. Math. 77 (1874), p. 105; R. Sturm,
Math. Ann. 19 (1882), p. 461.
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en deux quadriques F' et @*¢). En dernier lieu, si on envisage les
ponctuelles qui forment une involution avec les faisceaux de plans
qui leur correspondent, les supports de ces ponctuelles engendrent
un complexe linéaire®T),

La considération de tous ces éléments, c'est-d-dire des quadriques
F et @, ainsi que des deux complexes dont nous venons de parler, a
permis & D. Montesano®®) de donnmer une classification compléte de
toutes les transformations corrélatives possibles de I'espace.

Etant données dans l'espace deux figures corrélatives, on peut
toujours, en général, les déplacer de fagon a en faijre des figures po-
laires réciproques®®) [n° 13]: le seul cas d'exception est celui ol les
deux centres de ces figures somt tous deux rejetés & l'infini. Mais,
dans ce cas, il peut encore arriver, sous certaines conditions, que l'on
puisse amener les deux figures & &tre polaires réciproques par rapport
& un paraboloide. Dans I'hypothése od ce paraboloide est de révo-
lution, G. Hauck®®) a montré que l'on peut en outre, ,par une symétrie
par rapport au plan tangent au sommet du paraboloide, suivie d'une
rotation d’un angle droit autour de son axe®, rendre les deux figures
corrélatives par rapport 3 un complexe linéaire [n° 13]; dans T'hypo-
these od le paraboloide est équilatére, on arrive au méme résultat
,par une symétie autour d'une génératrice de ce parabololoide issue
de son sommet™®

Cas remarquables de transformations homographiques ou
corrélatives.

12. Positions remarquebles de deux figures homographiques.
Si lon envisage les diverses particularités que peut présenter la dis-
position de deux figures homographiques, le cas le plus important est
celui des figures en perspective, et plus particulidrement encore, celui
des figures homologiques [n™ 8 et 9]. Les propositions fondamentales
relatives aux correspondances projective et homographique conduisent
3 cette conséquence immédiate que deux ponctuelles projectives -sont
perspectives lorsque leur point d'intersection est & lui-méme son homo-
logue, et que deux systémes plans projectifs sont également en pers-
pective lorsque chaque point de leur droite d'intersection est & lui-

246) Cf. R. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 269.

247) R. Sturm, Math. Anon. 19 (1882), p. 475; 28 T1887), p. 268.

248) Su la corrispondenza reciproca fra due sistemi dello spazio, Naples 1885.

249) Th. Reye, J. reine angew. Math. 79 (1876), p. 168.

260) Z. Math. Phys. 81 (1886), p. 362, Cf. C. Segre {Giorn. mat. (1) 25 (1887),
p. 20] qui établit Jes relations métri les plus importantes existant entre les
deux figures.
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méme son homologue. Les propositions corrélatives concernent les
faisceaux et les gerbes. II résulte enm particulier de ces propositions
que lorsque deux plans se correspondent homographiquement, sans
que cette correspondance soit une affinité, on peut toujours, en les
déplagant d’une msnidre convenable, les amener & &tre en perspec-
tive®!): ces deux plans contiennent, en effet, deux divisions homo-
logues égales [n° 9].

Si deux systémes plans projectifs sont superposés, ils sont en
perspective, et I'on dit alors qu'ils forment deux figures homologiques,
lorsquil existe une droite u, appelée aze d’homologie, dont chaque
point est & lui-méme son homologue, et un point S, appelé centre
d’homologie, sommet d'un faisceau dont chaque rayon est 3 lui-méme
son homologne. Dans le cas général od le centre d’homologie n'est
pas sur I'axe d’homologie, cette correspondance est définie par la con-
dition que deux points homologues quelconques 4, A’ soient situés sur
une droite qui passe par S et rencontre » en wn point ¥ tel que
le rapport anharmonique

(V844"
soit constant. Un cas particulier remarquable de deux figures homo-
logiques est celui de deux figures homothétiques: dans ce cas, Iaxe
d’homologie est la droite de l'infini, et le centre d’homologie est placé
au centre d’homothétie: clest & J. V. Poncelet®™®) qu'est due cette re-
marque [n° 4].

De méme, dans lespace, deux figures homographiques sont en
perspective et sont appelées figures homologiques, lorsqu'elles ont en
commun tous les points d'un plan &, appelé plar d’homologie, et tous
les rayons d’une gerbe dont le sommet S est appeld centre homologie;
dans le cas général o le centre d’homologie n'est pas daus le plan
d’homologie la correspondance est définie, comme dans le plan, par la
condition que deux points homologues quelconques 4, 4" forment avec
le plan d’homologie ¢ et le centre d’homologie S un rapport anharmo-
nique constant

(e844").

251) Cf. M. Chasles, Géom. sup.®®), (1= éd.) p. 407; (2* éd.) p. 877.* Lorsque
la correspondance est une affinité, il peut encore arriver, moyennant une certaine
condition, que I'on puisse amener les deux plans 4 &tre en perspective paralltle
(perspective dont le centre est i linfini). Cf. note 257.

252) Propriétés projectives®), (1 éd) p. 173; (2* éd.) 1, p. 1678, J. V.
Poncelet remarque égal t que deux coni bitangentes définissent une homo-
logie qui a pour axe la corde des contacts et pour centre le pole commun de
cette corde. A. Emch [Diss. Kansas 1896] a rattaché & cette remarque une déter-
mination des divers cas que peut présenter une homologie dans le plan.
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Cette notion de figures homologiques dans Tespace apparait pour la
premiére fois dans J. V. Poncelet™) [n® 4], sous le nom de perspec-
tive-relief. La correspondance homologique entre deux figures de I'espace
est aussi appelée collindation centrale (zentrische Kollineation).
Contrairement 2 ce qui se passe dans le plan, on ne peut pas,
en général, en déplagant deux espaces projectifs, les amenmer i &tre
en perspective®™): c'est ce qu'ont constaté presque simultanément
E. Megis, L. F. Painvin, et H J.S. Smith. La condition pour que
cette opération soit possible peut s’énoncer de diverses manieres: clest,
d'aprés L. F. Painvin®9), que homologue de P'ombilicale de chacun
des espaces X et X’ soit également un cercle et, Capres E. Magis®°s)
eb H. J. S. Smith*®), que lellipse focale du systtme de quadriques
homofocales signalé au n° 9 se réduise & un cercle. G. Houck a
encore énoncé cette condition sous une troisieme forme: il envisage
deux points homologues quelconques P, P’, puis les deux triedres
trirectangles ayant ces deux points pour sommets et dont les ardtes
4, v, w de l'un sont respectivement homologues des arétes ', ¢, de
Lautre, ensuite les points U, ¥,, W, de lespace ¥, homologues des
points & linfini de o, o', w', et les points Uy, V, W, de Pespace =,
homologues des points & l'infini de %, v, w; la condition cherchée est
alors que les deux triangles U, ¥, W, et U’ V,' W, soient semblables®T).

258) Propriétés projectives'?), (17 éd) p. 374; (2° éd.) 1, p. 363/4. Clest
également & ce propos que J. V. Poncelet établit la propriété des tétraddres
homologiques, propriété que devait retrouver plus tard J. Steiner, J. reine angew.
Math. 1 (1826), p. 38; Werke 1, Berlin 1881, p. 3.

254) La collinéation la plus générale dépend, en effet, de 15 paramdtres;
T'homologie en renferme 7 qui dé¢finissent le centre d’homologie S, le plan d’homo-
logie & et lo rapport anharmonique constant; si 'on ajoute & ces 7 parambtres
les 6 paramétres du déplacement le plus général, on n'obtient done que 13 para-
métres. On ne peut non plus, en général, trouver un déplacement qui transforme
une collinéation entre deux espaces en une homographie biaxiale; of. M" L, Bort-
niker [C. B. Acad. se. Paris 104 (1887), p. 771] et G. Darboux [id. p. 773].

255) Nouv. Ann, math. (2) 9 (1870), p. 97; G. Kilbinger [Diss. Strasbourg
1880] énonce le méme fait en disant qu'il doit exister des sphéres homologues
dans les deux espaces X, X’.

255%) Diss. Konigsberg 1868.

256) Proc. London math. Soc. (1) 2 (1866/9), p. 196. Cf. E. Dewulf, Bull, sc.
math. (2) 1 (1877), p. 187; ,C. Housel, Nouv. Ann. math. (2) 8 (1869), p. 492;*
G. Bellavitis, Atti Ist. Veneto (4) 15 (1870), p. 876.

257) Z. Math. Phys. 21 (1876), p. 413. Lorsque deux espaces sont reliés par
une correspondance affine, on peut encore parfois, sous nne condition énoncée par
A. Beck [Z. Math. Phys, 44 (1899), p. 5], les amener & dtre placés en perspective
paralléle. 8i l'on envisage les trois directions principales de l'un de ces espaces,
c'est-d-dire les trois directions, denx & deux rectangulaires, qui correspondent &
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Lorsque trois plans, reliés deux & deux par une correspondance
homologique, coincident, les trois centres d’homologie sont en ligne
droite et les trois axes d’homologie concourent en un méme point.
Une proposition analogue, quoique moins simple, s'applique & trois
espaces: deux cas sont alors possibles, ou bien les trois plans d’homo-
logie coincident et alors les trois centres d’homologie sont en ligne
droite, ou bien les trois centres coincident et alors les trois plans
d’homologie concourent suivant une méme droite®).

Toutes les recherches qui concernent les figures en perspective
ou homologiques ont eu comme point de départ 'étude des triangles
et des tétraddres en perspective. (. Desargues avait déja remarqué
que l'on peut toujours amener deux triangles 4 BC, 4, B, C, & &tre en
perspective. Puis, Ch. J. Brianchon avait constaté que, si deux triangles
ABC, A, B,C, sont en perspective, les triangles 4, BC et AB,C,,
ABC et 4,BC,, ABC, et A, B,C le sont également, et par rap-
port au méme centre®). D'ailleurs toutes ces propositions de géométrie
plane, concernant les triangles homologiques, avaient été établies depuis
longtemps, d’une maniére simple, en projetant certaines figures de
Vespace %),

Le progrés le plus important réalisé ensuite dans cette théorie
est dd & J. Rosanes et H. Schriter®®), lesquels remarquérent que,
dans un méme plan, deux triangles peuvent etre simultanément, de
plusieurs maniéres différentes, la perspective I'un de Pautre: suivant
les cas, ils peuvent l'étre de deux, trois, quatre ou six maniéres, cette
dernitre hypothése ne pouvant d'ailleurs jamais étre réalisée dans le
domaine réel®?). Le cas de triangles homologiques de quatre manitres
différentes se rattache directement & I'étude de I'hezagone de Clebsch,
lequel peut, de dix manidres différentes, étre envisagé comme un heza-

trois autres directions, deux a deux rechaugula,ires, 1a condition pour qu'il en

d "

soit ainsi est que le facteur de proport: lité cor t dans la
mation & I'une de ces trois directions soit égal a lumté C'est une condition
analogue que I'on rencontre dans le cas de figures planes: voir note 251.

258) C. Rodenberg, Z. Math. Phys. 30 (1885), p. 113. Ces propositions ont
des réciproques. ,Par exemple, deux figures homologiques d'uve troisiéme par
rapport & un méme plan d’homologie et & deux centres d'homologie différents,
sont homologiques entre elles, le plan d’homologie étant encore le méme.*

269) J. Ec. polyt. (1) cah. 13 (1806), p. 297.

260) Voir note 877.

261) Math. Ann. 2 (1870), p. 549, 653. Cf. J. Valyi, Archiv Math. Phys. (1)

0 (1884), p. 105; Monatsh, Math. Phys. 9 (1898), p. 169.

262) F. W. Kirchner [Diss. Halle 1888] détermine d'autre part I'ensemble
de tous les triangles qui sont en perspective avec 1, 2, 3, 4 ou 6 triangles
donnés.
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gone de Brianchon®): cet hexagone jouit de cette propriété que, quelle
que soit la fagon dont on le décompose en deux triangles, ceux-ci
sont homologiques de quatre manibres?*).

Deux triangles polaires réciproques par rapport a une conigue
sont homologiques %), et réciproquement, si deux triangles sont ho-
wologiques, il existe une conique par rapport & laguelle ils sont po-
laires réciproques®®). Cette propriété donue paissance & un grand
nombre de propositions sur les polygones homologiques?7).

Dans létude des tétraddres, on constate qu'il peut exister des
tétraddres qui sont homologiques de deux manidres différentes, d’autres
qui le sont de quatre. Ce dernier cas peut en outre étre réalisé de
deux manieres différentes, dont la plus importante constitue ce que
T'on appelle des fétrasdres desmiques: I'existence de ceux-ci & ét€ cons-
tatée, pour la premidre fois, par 0. Hermes®®); mais c'est principale-
ment C. Stephanos®®) qui a établi leurs propriétés essentielles et
montré qu’ils apparaissent dans un grand nombre de configurations
géométriques remarquables. Signalons seulement, & leur sujet, que
les quatre centres dhomologie de deux tétraddres desmiques forment
un troisisme tétraddre qui est également homologique de chacun des
deux premiers par rapport & chacun des sommets de l'autre®™).

263) Le type le plus simple de lhexagone de Clebsch est réalisé dans la
géométrie de la gerbe, et comstitué par les six diagonales de I'icosaddre régulier.
Cf. F. Klein, Math. Ann. 12 (1877), p. 631.

264) Voir principalement H. Schriter [Math. Ann. 28 (1887), p. 457] et
E. Hess [id. 28 (1887), p. 167] qui étudie completement toutes les questions se
rattachant & cet hexagone.

265) Cette proposition est due & J. Plicker, J. reine angew. Math. 5 (1830),
p. 11; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1895, p. 134; 4. Descos [Nouv. Ann. math. (1) 4
(1845), p. 352] en donne une démonstration analytique et, dans une note placée
4 la suite de cet article, 0. Terquem remarque qu'on peut la regarder comme
une conséquence d'un théoréme de M. Chasles [Ann. math. pures appl. 19 (1828/9),
p. 65] ,eur la figure formée par un tritdre et son triangle polaire réciproque par
rapport 4 une quadrique.” Cf. K. G. Chr. von Staudt, Geom. der Lage '**), p. 135.

266) J. Vilyi [Archiv Math. Phys. (2) 2 (1885), p. 320] ,étudie des triangles
n fois homologiques et les n coniques correspondantes.™

287) Voir par ex. S. Kantor, Sitzgsb. Akad. Wien 80 II (1879), p. 715;
A. Keller, Diss. Giessen 1888.

268) J. reine angew. Math. 56 (1859), p.218; 100 (1887), p. 268. Voir égale-
ment, L. Cremona, Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat. (3) 1 (1876/7), p. 142.

269) Bull. sc. math. (2) 3 (1879), p. 424.

270) Les travaux les plus approfondis sur les tétraédres homologiques sont,
entre autres, ceux de G. Veronese, Atti R. Accad. Lincei, Transunti (3) 4 (1879/80),
p. 132/49; Th. Reye, Acta math, 1 (1882/8), p. 97; J. Valyi, Archiv Math. Phys.
/2) 3 (1886), p. 441; H. Schriter, J. reine angew. Math. 93 (1882), p. 169; 109 (1892),
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L'étude des tétraddres homologiques se généralise par la consi-
dération de ce que I'on peut appeler des tétraddres en situation hyper-
boloidique (in hyperboloidischer Lage), en désignant ainsi deux tétraddres
dont les sommets et les faces se correspondent de fagon que les quatre
droites joignant les sommets correspondants appartiennent & un méme
hyperboloide, de méme que les quatre droites d’intersection des faces
homologues, ,chacune de ces propriétés étant d'ailleurs conséquence de
Pautre.* Llexistence de ces systemes de tétraddres est déja signalée par
M. Chasles™), lequel constate que deux tétraddres polaires réciproques
par rapport & une quadrique sont disposés de cette maniere. Inver-
sement, si deux tétraddres sont en situation hyperboloidique, il existe
une quadrique par rapport & laquelle ils sont polaires réciprogues®?).

Plus généralement encore, on peut étudier les couples de tétra-
édres dans lesquels les deux systémes de quatre droites formés, Vun
des droites qui joignent les sommets correspondants, Pautre des inter-
sections des faces correspondantes, appartiennent chacun & une méme
multiplicité linéaire®™®). J. Valyi®™) trouve qu'il existe trois cas dans
lesquels deux tétraddres remplissent cette condition: ou bien les deux
tétraédres sont homologiques, les droites joignant leurs sommets étant
alors concourantes et les intersections de leurs faces étant dans un
méme plan; ou bien, les deux tétrabdres sont en situation hyperho-
loidique; ou bien enfin, les deux tétraddres sont placés de telle fagon
que les quatre droites de chacun de ces deux systémes se partagent
en deux couples de droites sécantes, le point commun & deux droites
sécantes étant dans le plan des deux antres. Il peat en outre arriver
que plusieurs de ces dispositions se présentent simultanément avee les
mémes tétraddres.

F. Schur®™) a étudié les couples de tétraddres qui sont en situation

p- 341; E. Hess, Math. Ann. 28 (1887), p. 212; L. Klug, Archiv Math, Phys. (2)
6 (1888), p. 93.

271) Apergu hist.’), (2¢ éd.) p. 400/3. Pour plus de renseignements biblio-
graphiques, voir Math. Ann. 19 (1882), p. 429,

212) J. Rosanes, J. reine angew. Math. 90 (1881), p. 320; J. Vilys, Monatsh.
Math. Phys. 6 (1895), p. 220; P. Muth, Z. Math. Phys. 38 (1893), p. 814.

273) (. Kohn [Sitzgsb. Akad. Wien 107 II* (1898), p. 777] envisage égale-
ment des tétraddres qui se correspondent dans unme h hie biaxiale; il dit
que ces tétraédres sont di: 68 en perspective gauche (schief perspectivisch). Deux
tétraddres étant ainsi placés, il en existe nn troisidme auquel tons deux somt 3
la fois inscrits et circonserits.

274) Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 121; Math-Naturw. Ber. Ungarn 13
(1897), p. 166, 189 [1895]; Monatsh. Math, Phys. 6 (1895), p. 220.

275) Math. Ann. 20 (1882), p. 270 et suiv.
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hyperboloidique de plusieurs manieres différentes et constaté que,
suivant Jes cas, ils peuvent D'stre de trois, quatre, cing, huit ou neut
maniéres. Il montre en outre que, de méme que deux tétraddres
homologiques sont formés de points qui se correspondent deux &
deux dans une homographie cenirale, deux tétraddres en situation
hyperboloidique sont formés de points qui se correspondent dans une
homographie axiale, mais non pas, en général, dans une homographie
biaxiale®™®), cette homographie axiale dépendant elle-méme d’une arhi-
traire ™).

Parmi les transformations homographiques remarquables, il y a
encore lieu de citer, en géométrie plane, les deux suivantes qui ont
6té rencontrées par M. Pasch®®). Lorsque, dans une transformation
homographique, un triangle 4 BC est circonserit au triangle 4'BC’
qui lui correspond, il existe une quadruple infinité de triangles A BC
jouissant de la méme propriété, chacun de ces triangles ayant deux
sommets qui peuvent 8tre arbitrairement choisis et déterminent le
troigitme d'une maniére unique: on dit alors que la transformation est
triangulairement inscrite (in hriebener Dreieckslage), et que la
transformation inverse, qui fuit correspondre le triangle 4 BC au triangle
A'BC [n° R3] est triangulairement circonscrite (in wingeschrichener
Dreieckslage). Une méme transformation homographique peut atre &
la fois triangulairement inscrite et triangulairement circonserite: les
deux quadruples infinités de triangles qui lui correspondent ont alors
en commun une double infinité de triangles qui sont simultanément
inscrits et circonscrits & leurs homologues, c'est-i-dire se confondent
avec leurs homologues: il en résulte, ainsi que nous le verrons plus
loin [n° 14], que toute transformation de cette nature est une trans-
formation périodique de période 3, et réciproquement.

M. Pasch a étendu ces notions aux transformations corrélatives:

276) Math. Ann. 19 (1882), p. 429. Etant donnés deux tétraddres quelconques,
il existe en général deux homographies axiales seulement, par rapport aux-
quelles ils se correspondent point par point; il y en a une simple infinité s'ils
sont en situation hyperboloidique, une double infinité &'ils sont en homologie
proprement dite. Deux tétraddres homologiques se correspondent, en général,
dans une triple infinité de i phiques, parmi lesquelles ne
se trouve qu'nne homographie centrale, mais aucune homographie biaxiale.

277) H. Schnell [Diss. Giessen 1891] détermine les tétraddres en homologie
proprement dite ou en situstion hyperboloidique, que I'on obtient dans la triple
infinité de transformations homographiques ayant le méme tétraddre fondamental
d’éléments doubles,

278) Math. Ann. 23 (1884), p. 419.
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il envisage en particulier deux corrélations R, R’, telles que le pro-
duit R - R’ [o° 28] constitue une transformation homographique tri-
angulairement inscrite ou circonserite, et dit alors que la corrélation i
est triangulairement inserite ou circonserite par rapport a la corré-
lation R¥®),

Signalons en dernier lieu une série de travaux concermant soit
Ia disposition remarquable de certains éléments d'une transformation,
soit les relations remarquables pouvant exister entre plusieurs trans-
formations homographiques*?).

13. Figures en involution. Deux figures projectives de rang
un étant superposées, & un élément désigné par A ou B’ selon qu'on
Je considere comme appartenant & la premitre ou & la seconde figure,
correspondent deux éléments 4’ et B en général distincts. 8i, quel
que soit I'élément choisi (4, B’) les éléments A’ et B coincident,
les formes projectives sont dites snvolutives et les éléments homologues
A et A" sont dits eonjugués dans une involution. C'est sous cette
forme que M. Chasles®!) a présenté la notion d’involution; clest &
lui également quest due cette proposition capitale que, dans une figure
de rang un, la réciprocité a lien pour deux éléments homologues quel-
conques dés qu'elle a lienw pour un couple ‘seulement.

Lorsque trois couples de points

A4, 4; B, B; C ¢
appartiennent & deux ponctuelles en involution, ils constituent ce que
Yon appelle siz points en involution, ou encore un systeme de frois
couples de points conjugucs; on peut les définir par I'une quelconque
des deux relations

AB'-BC’'-CA'= AC'-BA'- CB,
AB- AB _4'B.-A'B"
ACACT T A0 AT

279) J. Rosanes dit aussi que ces deux corrélations sont conjuguées. S. Gold-
schmidt [Diss, Giessen 1888; Z. Math. Phys. 30 (1885), p. 182] & donné une dé-
finition trique de ces élati

280) Par exemple G Tarry [C. R. Acad. sc. Paris 94 (1882), p.941] envisage
dans un méme plan trois figures deux 4 deux homographiques, pour lesquelles les
triangles de points doubles ont leurs neuf sommets sur une méme conique.

F. Krieg von Hochfelden [Sltzgsb Akad. W]en o7 II* (1838). D 806] étudie

dans L'espace trois I,,T,, tala

relation I, - I, - Iy =1 [n° 28] Cf G. Kohn, Sltzgsb Akad Wmn 93 1T (1886),.

p. 314.
281) Géom. sup.??), (17 éd.) p. 121, 167; (2° éd.) p. 113, 157, Cf. F. Seyde-
witz, Archiv Math. Phya. (1) 4 (1844), p. 253.
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Leur étude a précédé et préparé celle des ponctuelles en involution.
C'est Pappus®?) qui en a rencontré un premier exemple dans linter-
section d’un quadrilatére complet avec une transversale quelconque.
On en connaissait un autre en envisageant trois points sur une droite
et en faisant correspondre & chacun d’eux son conjugué harmonique
per rapport aux deux autres®?).

Ch. J. Brianchon®™) a donné, en les déduisant du théoréme de
Ptolémée, 'ensemble des sept relations qui relient ces six points; quatre
sont de la premiere forme que mous venons d’indiquer, trois de la
seconde.

Clest G. Desargues®™) qui a fait intervenir le premier ce que l'on
appelle le centre ou point ceniral dune involution, c'est-a-dire le point
0, homologue du point & Dinfini, et qui a montré que deux points
homologues quelconques 4, A" sont reliés par la relation

04 - 0A = const.
Enfin, M. Chasles a ajouté anx relations précédentes un grand nombre
de relations métriques de diverses natures®¥),

L'étude des faisceaux en involution est identique & celle des pone-
tuelles en involution; pour en former d’une maniére simple il suffit
Qenvisager deux faisceaux homographiques quelconques et, en déplagant
T'un d'entre eux, de faire coincider les sommets de ces deux faisceaux
ainsi que les deux angles droits qui ont pour cétés des rayons homo-
logues [n° 9] de telle fagon que chaque coté de cet angle soit alors
perpendiculaire & son homologue.

On dit quune involution entre les points d’une ponctuelle ou les
rayons d'un faisceaun est hyperbolique ou elliptigue, suivant que ses élé-
ments doubles sont réels ou imaginaires: dans le premier eas, deux
éléments homologues quelconques sont conjugués harmoniques par
rapport aux éléments doubles.

282) Svveywyy pednpatind], livee 7, prop. 130; Pappi Alexandrini collec-
tiones?), éd. F. Hultsch 2, Berlin 1877, p. 872/3.

283) Cf. K. G. Chr. von Staudt, Geom. der Lage!*%), p. 121.

284) Ch. J. Brianchon, Lignes du second ordre'®), p. 11; L. O. Hesse [J.
reine angew. Math, 63 (1864), p. 179/85; Werke, Munich 1897, p. 515/22] en donne
une interprétation algébrique tres simple.

285) (Euvres*), p. 119. Cf. note 2 ot E. Kéiter, Jahresh. deutsch. Math.-Ver.
5% (1896), éd. 1901, p. 48.

286) Aper¢u hist.!), p. 308; Géom. sup.*?), (1" 6d.) p. 127; (2° éd.) p. 119.
Cf. F. Seydewitz, Archiv Math. Phys. (1) 4 (1844), p. 263; A. Jacobi, J. reine
angew. Math. 81 (1846), p. 46; G. Baitaglini, Giorn. mat. (1) 1 (1863), p. 1, 41,
97, 161; G. Bedka, Sitzgsb. bshm. Ges. Prag 1878, p. 272; B. Klein, Z. Math.
Phys. 28 (1888), p. 252.
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Linvolution elliptique la plus simple est Vinvolution circulaire:
clest celle d’un faisceau de droites dont demx rayons homologues
quelconques sont rectangulaires; ses rayons doubles passent par les
ombilies du plan du faisceau. ,Une involution elliptique, dans une
ponctuelle, peut toujours &tre considérée comme la section par une
transversale rectiligne d'une involution ecirculaire dans un faisceau de
rayons.*

L'involution hyperbolique la plus simple est Vinvolution symétrigue
dans laquelle deux éléments homologues sont disposés symétriquement
par rapport aux éléments doubles: ,dans le cas d'un faisceau, les rayons
doubles sont alors rectangulaires et bissectent I'angle de deux rayons
homologues quelconques®; dans le cas de la ponctuelle, 'un des points
doubles est & 'infini. Une involution hyperbolique dans une ponctuelle
peut donc toujours &tre projetée suivant une involution symétrique.

De méme, étant donnée une involution quelconque dans un faisceau
de plans, on peut toujours couper ce dernier par un plan suivant un
faisceau de droites, de fagon & obtenir dans ce dernier une involution
circulaire ou une involution symétrique selon que la premidre invo-
Iution est elliptique ou hyperbolique 7).

Dans le cas particulier ot les deux éléments doubles d'une invo-
lution se confondent, on dit que Vinvolution est paraboligue; mais
elle se réduit alors a une involution dégeéndrée®) [n° 15].

Un exemple capital de deux ponctuelles en involution est celui
des ponctuelles tracées sur une transversale fixe quelconque par une
conique variable d'un faiscean de coniques®9); en particulier, les
points d'intersection d’une transversale avec une conique et les cotés
opposés d'un quadrilatére inscrit dans cette conique appartienment &
une méme mvolutwn””)

287) H. Schriter, Oberflichen zweiter Ordnung '7°), p, 19; W. Fiedler, Viertelj.
Naturf, Ges. Ziirich 26 (1881), p. 89.

Pour d'autres propositions remarquables sur des figures en involution, voir
E. Dewylf [Bull. sc. math. (2) 3 (1879), p. 383] et R. Biger [Diss. Leipzig 1886);
G. Kohn [Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p. 141] constate que si l'on coupe par
une transversale les dix faces d'un pentatdre, on trouve, de cing manidres diffé-
rentes, six points en involution.

288) Par exemple, 5i l'on envisage l'involution formée par les points situés
sur une méme droite et conjugués par rapport 4 une conique, cette involution
dégénére dans I'hypothese ou la droite est tangente & la conique, le point de
contact de la tangente étant alors conjugué de tout autre point de la droite.

289) Cette proposition est due & J. Ch. F. Sturm, Ann. math. pures appl, 17
(1826/7), p. 180. C'est sur elle que repose la construction bien connue des points
doubles d'une involution & I'aide d'un faisceau de cercles.

290) Ce cas particulier de la proposition due & J. Ch. F. Sturm remonte i
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La notion d'involution s'étend & l'ensemble des points ou des
tangentes d'une conique et, plus généralement, & toutes les figures
fondamentales de rang un, aux cénes du second ordre, aux systémes
de génératrices rectilignes d'une quadrique par exemple.

Deuzx ponctuelles en involution sur une conique sont toujours dis-
posées de telle fagon que la droite qui joint deux points homologues
passe par un point fixe®?), appelé le centre de Uinvolution; il en ré-
sulte que les points doubles de l'involution sont les points de contact
des tangentes mendes & la conique par ce centre; les tangentes a la
conique en deux points homologues sont aussi en correspondance in-
volutive et se coupent sur une droite fixe, appelée awe de Vinvolution,
laquelle est nécessaircment la polaire du centre de linvolution®?).
M. Chasles a employé un procédé analogue pour établir une corres-
pondance involutive entre les génératrices d'un méme systéme d’une
quadrique®®). Un exemple de ponctuelles en involution sur une conique
a été donné par Em. Weyr: il est constitué par les deux points d’inter-
section variables de cette comique avee une conique variable d’un
faiscean dont deux des points fixes de base sont situés sur la premidre
conique ).

Deux involutions distinctes, entre éléments d'une méme figure,
ont toujours en commun un couple d’éléments homologues. Si T'on
projette les deux involutions sur une conique, ce couple est défini par
les points d’intersection de la conique avec la droite qui joint les

G. Desargues [cf. note 285]. ,C’est pour cette raison que la proposition générale
de J. Ch. F. Sturm est plus connue sous le nom de théoréme de Desargues.*

Sur les rapports de involution et de la polarité, voir Il 17, 29.

201) Cf.  Frégier, Ann. math. pures appl. 6 (1815/6), p. 229, 321;* F. Seyde-
witz, Archiv Math. Phys. (1) 4 (1844), p. 244; A. Jacobi, J. reine angew. Math. 31
(1846), p. 68.

292) Cette correspondence entre points d'mne conique peut 3tre généralisée
dans la théorie des quadriques de la fagon suivante. Si, par un point d'une
quadrique, on méne trois droites, deux & deux conjuguées par rapport & un céne
du second ordre ayant ce point pour sommet, et que l'on associe les seconds
points o ces droites coupent la quadrique, le plan mené par ces trois points
ainsi associés passe par un point fixe. Cette propriété était déja connue de
Frégier, Ann. math. pures appl. 7 (1816/7), p. 97; une démonstration géométrique
en & été6 donnée, pour la premitre fois, par H. Schriter, J. reine angew. Math. 64
(1865), p. 180.

293) J. math. pures appl. (1) 4 (1839), p. 848. K. G. Chr. von Staudt [Bei-
triige *%%), fasc. 1, p. 56/62] donne quel prop t cette involution,

294) Sitzgeb. Akad. Wien 5811 (1868), p. 223. ,Ce résultat est une appli-
cation dans un cas trés particulier d'une proposition de la géométrie sur une
courbe algébrique plane quelconque [cf. IIT 19].*




66 A. Schoenflies. 11 8. G tiri jective. A. Tresse.

centres des deux involutions®®). Les deux éléments communs ne sont
done imaginaires que si les deux involutions sont hyperboliques et
ont des éléments doubles qui se séparent mutuellement. Toutes les
constructions géométriques qui se ramenent & la détermination des
éléments communs & deux involutions peuvent ainsi étre effectuées a
Paide d’un cercle fixe [n° 11]; telle est par exemple la construction
des deux points qui, sur une droite donnée, sont simultanément con-
jugués harmoniques par rapport i deux couples de points donnés.

A toute correspondance homographique se rattache une involu-
tion d'une importance capitale. Soient, dans deux ponctuelles homo-
graphiques de méme base, A" et 4" les points qui correspondent & un
méme point quelconque A considéré comme appartenant successivement
& chacune des deux ponctuelles; A" et 4” se correspondent d’abord
dans deux ponctuelles homographiques nouvelles ayant les mémes points
doubles, M et N, que les deux premitres. Puis, si 4, est le conjugué
harmonique de A par rapport & A’ et A", A et A, se correspondent
alors dans une involution ayant toujours M et N pour points doubles.
Ces propositions, dues & M. Chasles®®®), rameénent la construction des
points doubles de deux ponctuelles homographiques de méme base &
celle des points doubles de deux ponetuelles en involation [n° 11]%7).

M. Pasch®™®) a généralisé cette propriété; 4, A, A” étant choisis
comme on vient de le dire, il détermine A, par la condition que le
rapport anharmonique

<A’l A”) Ai Al)
ait une valeur donnée 4; A4 et 4, sont encore deux points homologues
d'une transformation homographique ayant les mémes points doubles
M et N, et cette transformation laisse invariantes les deux premitres
ponctuelles.

295) F. Seydewits, Archiv Math. Phys. (1) 4 (1844), p. 265.

296) Géom. sup.®?), (17 éd.) p. 186, (2° éd) p. 177. Cf. H. Schréter, J. reine
angew. Math. 77 (1874), p. 120.

297) ,Une autre propriété souvent appli est la sui 18i(4, 4%, (B,B")
sont deux couples d'éléments homologues de deux formes projectives superposées
(ponctuelles ou faisceaux) dont E et F sont les éléments doubles, les trois couples
AB’, BA', EF, sont en involution. Pour des propriétés analogues dans I'espace
4 n dimensions, of, M. Stuyvaert, Nouv. Ann. math. (4) 6 (1906), p. 348/55.*

298) J. reine angew. Math. 91 (1881), p. 349; Math. Ann. 23 (1884), p. 422.
Cette proposition s'étend & la transformation homographique d'un plan: on ap-
pligue trois fois la transformation 4 un méme point P, ce gui donne successive-
ment les couples P¢, QR, RS, puis I'on construit un point P’ tel que le systéme
de cing points PQ RSP’ soit collinéaire d'un groupe de cing points donnés. Cf.
C. Segre, Memorie Accad. Torino (2) 38 (1888), p. 3.
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Les involutions tracées sur une méme droite peuvent, ainsi que
Vs montré M. Chasles, étre envisagées comme de nouveaux étres géo-
métriques suxquels s'appliquent encore les méthodes de la corres-
pondance homographique. Si, en effet, on envisage quatre couples de
points en involution, et que Pon prenne le conjugué harmonique d'un
point P par rapport & chacun de ces couples, on obtient quatre points
dont le rapport anharmonique est indépendant du point P, et peut
atre regardé comme le rapport anharmonique des quatre couples de
points considérés. Ceci conduit immédiatement a Ja notion de corres-
pondance homographique entre deux involutions, et permet une ex-
tension des méthodes de génération des figures®®) [n® 10]. On arrive
ainsi immédiatement & un mode de description des courbes du troisiéme
et du quatrieme degré®®) [ef. III 20].

Envisageons maintenant les transformations homographiques d'un
plan. Une telle transformation n'est involutive que dans le cas trés
particulier ot elle est une homologie centrale et o, de plus, chaque
couple de points homologues est divisé harmoniquement par le centre
et laxe d’homologie, c'est-i-dire que le rapport anharmomique de
Phomologie est égal & — 1. Une transformation homographique est in-
volutive des qu’il y a réciprocité entre deux couples seulement de
points homologues, pourvu que ces couples ne soient pas dams une
position exceptionnelle.

Daps le cas des transformations homographiques de I'espace, il
existe deux cas distincts d’involution. Le premier donne, comme en
g trie plane, Ihomologie centrale involutive dont I'exemple le plus
simple est constitué par la symétrie par rapport & un plan. Le second
est celui de Phomographie involutive gauche ou bi c'est I’homo-
graphie biaxiale, définie par deux droites fixes et un rapport anharmo-
nique constant [n° 12], pour laquelle ce rapport est égal & — 1; cette

299) C. R. Acad. sc. Paris 41 (1855), p. 679, 1097. La correspondance homo-
graphique entre deux involutions s’exprime par une relation quadratique par
rapport 3 chacune des deux variables x et y, relation telle que certain déter-
minant formé avec ses neuf coefficients soit nul. ,Cf. J. Ph. E. de Faugue de Jon-
quires, Mélanges de géométrie pure, Paris 18566, p. 160, 166.*

300) H. Schroter [Math. Ann. 5 (1872), p. 63] a ainsi développé une géo-
métrie synthétique des courbes planes du troisidme ordre, fondée sur leur géné-
ration & U'side de denx mvoluhona de fmsceaux reliées par une correspondance
h hique , en entendant par I3 une correspondance dans
laquelle la drmte qui Jomt les sommets, envisagée comme appartenant successive-

ment anx deux faisceaux, fait partie de deux couples homologues.

En ce qui concerne les figures engendrées i l'aide d'involutions d’ordre
supérieur, voir l'article IIT 4.
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transformation est done completement définie par ces deux directrices
fixes, et deux points homologues sont placés sur une droite qui s'appuie
sur ces directrices en des points formant avec eux une division har-
monique®”). L’exemple le plus simple d’une homographie gauche in-
volutive est celui de la symétrie par rapport & une droite. Deux
espaces en correspondance homographique ne peuvent pas en général
dtre placés de fagon que cette correspondance soit une homographie
gauche involutive; mais lorsque le fait est possible, il l'est d’une
simple infinité de manitres®?),

La notion d’involution s'étend aux transformations corrélatives.
Il y a encore involution entre deux figures corrélatives lorsque chaque
élément a le méme homologue, considéré comme appartenant soit
la premidre figure, soit & la seconde. C'est F. Seydewitz qui semble
g'étre posé le premier le probléme de la recherche des transformations
corrélatives involutives®®). Il trouve d’abord, dans le cas du plan, que
les deux coniques rencontrées dans la transformation corrélative générale,
la premidre, lieu des points situés sur leurs droites homologues, la
seconde, enveloppe des droites passant par leurs points homologues
[n° 11], se confondent en une seule, laguelle peut au reste n’avoir
aucun élément réel. Puis un point A et sa droite homologue a’ sont
respectivement podle et polaire I'un de l'autre par rapport & cette
conique, de sorte que la transformation corrélative involutive la plus
générale est une framsformation par polaires réciprogues, domt cette
conique est la conique directrice.

Les mémes résultats se retrouvent dans les transformations cor-
rélatives de la gerbe; lorsqu'il y a involution, on a une transformation
par polaires réciproques par rapport & un cone directeur du second
ordre. Spécialement, il existe en général un triddre trirectangle
dont les éléments, faces et ardtes, se correspondent deux 3 demx®),

301) Cette involution a été envisagée pour la premidre fois par K. @ Chr.
von Staudt, Geom. der Lage 1°%), p. 128. Cf. C. Stephanos, Bull. sc. math. (2) 3 (1879),
p. 431; [Cl. Servais, Mathesis (1) 10 (1890), p. 132/3; Mém. couronnés et autres
mém. Acad. Belgique in 8°, 52 (1894/5), mém. n° 3, p. 15.*

G. Kilbinger [Progr. Sarreguemines 1883] a donné des propositions remar-
quables sur les cercles et faisceaux de cercles se correspondant, dans le plan et
dans I'espace, dana une { ion h i involutive,

302) M" L. Bortniker, C. R. Acad. sc. Paris 104 (1887), p. 7715 G- Darboux,
id. p. 774

303) Archiv Math. Phys. (1) 8 (1847), p. 168. Dans ce mémoire ¥ Seydewits
donne en outre un grand nombre de relations métriques entre les deux figures.

804) Il y a exception dans le cas od le cone directeur est de révolution,
et alors il existe une simple infinité de triddres trirectangles jouissant de cette
propriété. Mais il y a plus; il existe un cas od chaque droite de la gerbe est
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Dans Vespace il existe deux classes distinctes de transformations
corrélatives involutives. Dans la premitre, les deux quadriques de la
transformation générale, I'une lien des points situés dans leurs plans
homologues, autre enveloppe des plans passant par leurs points homo-
logues [n° 11], se confondent en une seule, et la transformation est une
transformation par polaires réciproques dont cette quadrique est la
quadrique directrice ®%).

Dans la seconde classe, la transformation est caractérisée par ce
fait que tout point A est toujours situé dans son plan homologue «’;
ce point A et ce plan & sont alors respectivement péle et plan polaire
Tun de I'autre par rapport & un systéme focal (Nullsystem). Deux
tétraddres homologues sont alors & la fois inscrits et circonscrits 'un
par rapport & Pautre®s).

Une transformation corrélative est involutive des qu'il existe un
triangle dans le cas du plan, un triédre dans le cas de la gerbe, un
tétratdre dans le cas de l'espace, dont les éléments aient pour homoe
logues les éléments opposés.

14. Projectivités cycliques. Soit une transformation homo-
graphique P effectuée sur une figure fondamentale. A un élément
queleonque A4, de la figure, la transformation fait correspondre un
élément A,, puis & cet élément 4, un autre élément A,, et ainsi de
suite. Il peut arriver que la suite de ces éléments

A 44, ...

se ferme aprés # opérations, c'est-d-dire que I'élément, qui dans cette
transformation correspond i A,, se confonde avec le premier élément

perpendiculaire an plan homologue; le come directeur est alors un cdne iso-
trope et les deux figures corrélatives sont alors connues sous le nom de figures
supplémentaires.

306) On appelle figure autopolaire une figure qui est sa propre polaire
réciproque par rapport & une conique, ou un cdne, ou une quadrique. Toute courbe
plane autopolaire peut tre considérée comme enveloppe de coniques autopolaires
[cf. P. Appell, Nouv. Ann. math. (3) 13 (1894), p. 206]. Le fait qu'il puisse exister
des coniques et des quadriques autopolaires est presque évident: toute conique ¢
ou quadrique F, autopolaire par rapport & un autre conique ¢’ ou quadrique F*,
lui est bitangente, ou circonscrite le long d'une courbe plane; ,réciproquement
étant donnée ¢ ou F”, et la corde des contacts ou le plan de la courbe de
contact, il existe deux coniques ¢ ou deux quadriques F' par rapport auzquelles
¢’ ou F’ est autopolaire.* On trouvera plus de détails sur la polarité dang les
articles III 17, III 18 et III 22.

306) Il existe d'nilleurs d’sutres systdmes de deux tétraddres i la fois ins-
crits et circonscrits: of. P. Muth, Z. Math. Phys. 87 (1892), p. 117; G. Bauer,
Sitzgsb. Akad. Miinchen 27 (1897), p. 359,
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A, %), autrement dit enfin que la transformation donne la projectivité
suivante:
A A Ay . AN Ay Ay .. A4,

Lorsqu’il en est ainsi, quel que soit I’dlément initial 4, pris dans la
figure, la projectivité est dite cyclique et tout groupe d’éléments tel que
A4y A,
est appelé groupe cyclo-projectif; Ventier n est ordre de cette trans-

formation ou de ce groupe.

Une projectivité cyclique d’ordre » est toujours associée & n — 2
autres transformations de méme nature, qui sont les puissances suc-
cessives de la premiére [n® 23]: si lon désigne par P cette premitre
transformation, toutes ses puissances sont représentées par les symboles

P, P%, PS5 ..., Py
les groupes cyclo-projectifs d'éléments que P'on peut former avec
chacune d’elles sont les puissances successives du cycle 4,4,...4,%°)
La n®*me puissance P* de la transformation est une transformation
identique, qui fait correspondre chaque élément & lui-méme®)

Dans le cas de n = 2, la projectivité cyclique n’est autre chose
qu'une involution; dans le cas de n— 3 et d'une figure fondamentale
de premitre espece, un groupe cyclique d'éléments est parfois appelé
groupe dguianharmontque®).

La proposition fondamentale de l'involution s'étend au cas général
d'une projectivité eyclique: si dans une homographie il existe un seul
élément, de position générale, qui appartienme & un groupe cyclique

307) Cest A. Clebsch [J. reine angew. Math. 68 (1868), p. 167] qui le pretnier
a établi I'existence de pareils groupes de points. Ensuite, G. Baitaghins [Giorn.
mat. (1) 14 (1876), p. 126] en a fait une étude systématique, dans laquelle il en-
visage aussi deg correspond quinep t qu'en partie le caractere cyclique.

308) Sur ces notioms, voir I'article 18.

309) Th. Reye [Geom. der Lage, (3° éd.) 2, Leipzig 1892, p. 96 et suiv.;
(4° éd.) 3, Leipzig 1910, p. 182] a fait une étude approfondie des propriétés des
projectivités cycliques. Dans le cas de n—4, on a les trois transformations

P, P P%;
et les divers groupes de points qui leur correspondent sont respectivement
(4,4, 4, 4,), (4, 4,)(4,4,), (4, 4,4,4,);
la transformation P* est donc une involution.

310) Voir, an sujet de cette f tion, et de l'expression ,groupe
équianharmonique*, H. Schréter, Math. Ann. 10 (1876), p. 420. ,Cette expression
ayant été employée déja dans la théorie du rapport anharmonique, il serait pré-
férable de réserver le nom de groupe équianharmonigue au groupe formé per trois
points et un des points doubles de la projectivité cyeclique qu'ils déterminent.*

14. Projectivités cycliques. 1

de n éléments, il en est de méme de tous les autres éléments, et la
projectivité est cyclique d'ordre n.

Dans les figures fondamentales de premitre espece, il existe des
projectivités cycliques de tous les ordres. J. Liroth®™) a montré
que, pour une valeur donnée, supérieure & deux, de l'ordre %, la projec-
tivité eyclique est complotement déterminée par trois éléments consé-
cutifs d’'un méme groupe cyclique. Le rapport anbarmonique constant
formé par les éléments doubles et deux éléments homologues quel-
conques est égal & une racine 7™ de I'unité; il en résulte que, par
une projection convenable, toute projectivité cyelique d’ordre # peut
se ramener & une rotation dun faisceau de droites autour de son
sommet, 'angle de rotation étant commensurable avec l'angle droit®?):
cette propriété caractérise completement la nature de ces homo-
graphies.

Dans toute projectivité cyclique d’un plan, il n'existe jamais
qu'un seul point double réel U, et une seule droite double réelle u;
comme on peut toujours projeter le plan de la figure sur un autre
de fagon que cette droite u se projette & linfini, et que les points
doubles imaginaires de la transformation, situés sur u, se projettent
aux ombilics du plan, il en résulte que, par cette projection, on peut
ramener la transformation & une rotation de période n autour de
gon point double réel. Ce résultat donne lg caractére général des
projectivités cycliques d'un plan, et montre qu'elles ne sont qu'une
simple généralisation projective des rotations d'un plan sur lui-méme®?)
[n° 22]. 11 en résulte également que tout groupe cyclo-projectif d'un
plan est formé de points tous situés sur une méme conique ou, dans
certains cas particuliers, sur une méme droite®).

Comme on l'a déja dit plus haut [n° 11], une telle transformation
est un cas particulier d'une transformation d’Hermite.

Dans toute projectivité cyclique de I'espace, il:existe toujours au

311) Math. Ann. 11 (1877), p. 84. Cf. S. Kantor, Sitzgsb. Akad. Wien 82 (1880),
p. 34; A. Ameseder [Bitzgsb. Akad. Wien 98 II* (1889), p. 290] a étudié les pro-
jectivités cycliques des figures de rang un, en se basant sur cette remarque que,
parmi les puissances d’un groupe cyclique quelconque, il y en a toujours une
qui correspond & V'ordre naturel des éléments.

312) Cf. E. Bonsdorff [Acta Soc. scient. Fennicae 11 (1880), p. 828] qui
traite le probleme d’aprés les principes de la théorie des formea.

818) J. Liiroth, Math. Ann. 13 (1878), p.305/19; H. Reim, Diss. Breslau 1879
Le cas de n—3 est aussi désigné sous le nom de homographie trilindaire: Selon
H. Schriter [Oberflichen zweiter Ordnung '%°), p. 402 et suiv.] un triangle et son
homoel sont alors tripl homologiq

814) Cf. M. Genty, Bull. Soc. math. France 21 (1893), p. 148.
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moins deux droites doubles réelles, g et %, les points de chacune delles
étant tous des points doubles, ou se transformant entre eux par une
projectivité cyelique. ,Dans le cas le plus général, ou bien la trans-
formation peut se ramener par ume collinéation & une rotation de
période # autour d’une droite, ou bien elle consiste en une homographie
biaxiale [n° 11] ayant pour directrices deux droites imaginaires con-
Jjuguées et définie par un rapport anharmonique égal & une racine
n'*me de lunité;* tous les points d'un méme groupe cyclo-projectif
sont alors placés soit sur une comique, soit sur une méme droite®s).

Ces deux cas sont les seuls qui puissent se présenter dans Phypo-
these 7 = 3.

Dans 'hypothése # = 4, en dehors de ces deux cas il ne peut s'en
présenter qu'un troisiéme, dans lequel il existe deux droites doubles,
P et g, xéelles ou imaginaires”, dont les points se transforment par une
involution. Dans ce eas, dont I'existence a 6t6 établie par H. Schriter®s),
tout groupe cyclo-projectif de quatre points 4,, 4, 4,, 4, forme alors
un quadrilatére gauche dont chacune des diagonales 4, A,, 4,4, ren-
contre les deux directrices p, ¢; ,les sommets opposés de ce quadri-
latére, A, et A4;, 4, et A,, se correspondent dans une homographie
involutive gauche dont p et ¢ sont les directrices; enfin, les deux
points d'intersection des deux diagonales A, 4,, 4,4, avec I'une quel-
conque des directrices p, g sont en involution.*

H. Schriter a enfin démontré que deux tétraddres quelcongues
formés par les points de deux groupes cyclo-projectifs sont de quatre
manitres différentes en sitwation hyperboloidique 7).

A. Pampuch™) a complété cette étude en discutant la nature des
deux directrices p, g, et a trouvé trois cas distinets. Ou bien ces
deux directrices sont réelles, les involutions tracées sur chacune delles
étant ou toutes deux elliptiques, ou 'une elliptique, I'autre hyperbolique:
Jelles jouent alors le role des deux droites réelles g et i dont nous
avons signalé lexistence dans le cas général de » quelconque* Ou
bien enfin, ces deux droites sont imaginaires; mais il existe alors deux

315) Ce eas comprend done, en particulier, celui d'une rotalion périodique
sutour d'un point fixe. Le mouvement le plus général étant un mouvement
hélicoidal, une projectivité cycligue ne peut lui étre ramende.

316) Math. Ann, 20 (1882), p. 231

817) Deux de ces tétrabdres peuvent &tre également i la fois inserits et
circonserits 1'un & Vautre; of. P. Muth, Z. Math. Phys. 37 (1892), p. 117. A I'un
de ces tétraddres, on peut en outre en associer d’autres qui lui sont homo-
logiques de une, deux ou quatre manidres, on qui sont avec lui en situation
hyperboloidique de cinq ou neuf manitres: of. K. Ukrig, Diss. Giessen 1891.

818) Diss. Strasbourg 1886.

15. H hies ot lations é i 3

autres droites doubles réelles, les droites g et h, dont les points se
correspondent, sur chacune delles, dans une projectivité cyclique
d'ordre 4.

A. Pampuch a en outre déterminé toutes lés quadriques ainsi
que toutes les courbes gauches du troisitme et du quatridme ordre qui
restent invariantes dans la transformation.

L’hypothése n =5 a été étudiée par H. Kiippers®®) et A. Ame-
seder®). lci encore, un seul cas se présente, en dehors des deux cas
généraux signalés plus haut. Les seules quadriques que laisse in-
variantes la transformation sont alors celles qui passent par quatre
droites fixes, imaginaires, ces droites constituant, avec les droites réelles
g et h, le tétraddre fondamental. Tout groupe cyelo-projectif est formé
des points communs & deux cubiques placées sur l'ume de ces
quadriques, admettant comme bisécante l'une la droite g, l'autre la
droite h; tout groupe cyclo-projectif de plans est formé des plans os-
culateurs communs aux mémes cubiques.

Cette homographie se raméne également, par une projectivité con-
venable, 4 un type simple dans lequel I'une des droites g et b est
rejetée & linfini dans un plan perpendiculaire & Vautre, les qua-
driques invariantes étant des hyperboloides de révolution autour de
cette autre.

Lorsque # est supérieur & 3, le seul résultat général a signaler
consiste en ce que tout groupe cyclo-projectif est formé de points qui
sont, ou tous placés sur une méme droite, ou sur un méme plan, ou
répartis entre deux plans distinets, ou enfin plaeés sur un méme
hyperboloide.

S. Kantor®™') a généralisé la notion de projectivité cyclique en
montrant que, dans ecertains cas, tous les points A4,, 4y, 4;..., obtenus
par des applications répétées de la transformation, peuvent étre tous
placés sur une courbe algébrique d’ordre m, ou sur une surface de
méme nature, suivant qu'il s'agit de la tranformation homographique
du plan ou de I'espace. Ici encore s'applique cette proposition géné-
rale que, si ce fait so présente avec un seul point, il se présente
avec tous.

15. Homographies et élations évanoui On dit quune
transformation homographique ou corrélative est évanonissante ou dé-
générée lorsque tout élément de I'une des figures ne correspond plus

319) Diss. Munster en/W. 1890, éd. Bonn 1890.
320) Sitzgsb. Akad. Wien 98 II* (1889), p. 588.
321) Id. 82IF (1880), p. 34, Of n° 24,
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nécessairement & un élément et un seul de I'autre. Si, par exemple,
on envisage les figures homographiques planes obtenues & Iaide d’une
perspective, la transformation sera évanouissante lorsque le centre de
Ia perspective sera placé dans le plan de l'une au moins des deux
figures®®). Nous nenvisagerons dans ce qui suit que des dégénéres-
cences de cette nature. Clest principalement 7. A. Hirst qui a fait
I'étude de ces transformations particuliéres, et qui en a compris le
role important.

D'abord, une projectivité entre deux ponctuelles est évanouis-
sante lorsque tous les points de chaque ponctuelle correspondent &
un seul et méme point de l'autre®).

Dans V'étude des figures fondamentales de rang deux ou trois, il
est plus clair, suivant Iexemple de 7. 4. Hirst®™), de parler de trans-
formations corrélatives. En géométrie plane, on rencontre trois cas de
16gé 1ces, appelés corrélati inguliéres®®); les deux premiers
de ces cas se correspondent l'un & I'sutre par voie de dualité, et le
troisitme se correspond & lui-méme.

Le premier cas, connu sous le mom de dégéndrescence centrale,
est caractérisé par les propriétés suivantes. D'abord, dans chacun des
deux plans qui se correspondent dans la transformation, il existe un
point remarquable, P pour le premier, P’ pour le second, auquel corres-
pond dans lautre plan toute droite de position quelconque; puis les
denx faisceaux de droites de sommets P et P’ sont projectifs, de telle
sorte que, si d et d’ sont deux droites homologues quelconques de ces
deux faisceaux, la droite d correspond dans la transformation corré-
lative & tout point de d’, la droite d’ & tout point de d. Cette corré-
lation est donc complétement définie par le couple de points P et P’
et la relation homographique entre les faisceaux de droites ayant ces
points pour sommets.

Le second cas, connu sous le nom de dégéndrescence axiale, est,
comme nous Vavons déja dit, le corrélatif du précédent.

Enfin, le troisitme cas, connu sous le nom de dégéncrescence
centrale-axiale, peut &tre considéré comme une combinaison des deux

322) Voir la note 323 et W. Fiedler, Die darstellende Geometrie, (2° éd.)
Leipzig 1876, p. 68, 80 et 704; (4* éd.) 1, Leipzig 1904.

323) En ce qui "involution dégé voir n° 13 et note 288.

324) Proc. London math. Soc. (1) 5 (1873/4), p. 41; (1) 6 (1874/5), p. 7; (1) 8
(1876/7), p. 262; Ann. mat. pura appl. (2) 6 (1873/5), p. 260. Cf. R.Sturm, Math.
Ann. 12 (1877), p. 261, 270.

325) On rencontre un ple de ces dég en faisant dégénérer
la conigue directrice d'une transformation par polaires réciproques; le méme
exemple se présente dans l'espace.

15. H hies et lati év i 5

précédents. Il se présente lorsque chaque plan comprend un point
singulier, P ou P’, et une droite singulidre, A ou K/, passant par ce
point; I'homologue d’'une droite de Pun des deux plans, du premier
par exemple, est suivant les cas, ou bien le point singulier P’ du
second plan, si cette droite ne passe pas par le point singulier P,
ou bien un point arbitraire de la droite singulitre 4’ du second plan,
si elle passe par le point singulier P sans se confondre avec la droite %,
ou enfin un point arbitraire du second plan, si elle se confond avec k;
de méme, un point de ce premier plan a pour homologue ou la droite
singuliere &' du second plan, §il nest pas situé sur la droite sin-
guliére h, ou toutes les droites passant par le point singulier P’, 'l
est situé sur la droite singuliere h sans se confondre avec le point
singulier P, ou enfin toutes les droites du second plan, s'il se confond
avec P.

Cette dégénérescence centrale-axiale peut étre envisagée soit comme
un cas particulier d’'une dégénérescence centrale, dans laquelle la pro-
jectivité entre les deux faisceaux de droites de sommets P et P’ est
évanouissante, soit comme un cas particulier d’'une dégénérescence axiale
dans laquelle la projectivité entre les ponctuelles de bases % et k' est
dégénérée.

On dit, pour ces raisons, que la dégénérescence centrale et la
dégénérescence axiale sont des dégénérescences de premier ordre, et
que la dégénérescence centrale-axiale est du second ordre®).

Dans les corrélations entre deux espaces, on rencontre trois ordres
de dégénérescences®™).

Le nombre de paramétres dont dépend une collinéation, qui est
de 15 dans le cas général, s'abaisse dans le cas d’une dégénérescence,

326) La di ion des dég d'une collinéation ne présente pas
identiquement les mémes particularités, suivant le sens, géométrique ou mnaly-
tique, dans lequel on la développe. Une é érati plete de ces dég
cences, baaée sur la théorie des formes bilinéaires, s 6t6 faite, pour un espace de
dimension quelconque, par G. Loria [Giorn. mat. (1) 22 (1884), p. 1] et par C. Segre
[Atti R. Acead. Lincei, Memorie mat. (3) 19 (1884), p. 127). Les dégénérescences
qu'ils obtiennent par ce procédé peuvent aussi dtre obtenues par une méthode
géométrique; il suffit, en opérant par exemple dens le plan, de définir la cor-
rélation la plus générale par quatre points de l'mne des figures et les quatre
droites homologues de l'autre, et de supposer que certains cdtés ou sommets des
deux quadrilatéres ainsi formés viennent 3 se confondre: cf. Th. Reye, Geometrie
der Lage, (4° éd.) 2, Stuttgard (Leipzig) 1907, p. 19, 35.

327) 7. A. Hirst, Proc. London math. Soc. (1) 6 (1874/5), p. 7; (1) 21 (1889/90),
p. 92. Cf. G. del Prete [Reale Iat. Lombardo Rendic. (2) 30 (1897), p. 400] qui
donne une énumération wméthodique des dégénérescences dans un espace & un
nombre quelconque de dimensions.
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eb se réduit respoctivement & 14, 13 ou 12, suivant qu'il s'agit d’'une
dégénérescence du premier, du second ou du troisidme ordre.

Les dégénérescences du premier ordre appartiennent & trois types
distincts: les premiers, la dégénérescence centrale et la dégénérescence
plangire, sont corrélatifs 'un de Pautre; le troisidme, la dégénérescence
axiale, est 3 Iui-méme son corrélatif.

Dans une ddgénérescence centrale, chacun des deux espaces = ou
£’ comprend un point singulier, P ou P, auquel correspondent tous
les plans de lantre; de plus, les gerbes ayant pour sommets ces deux
points sont également en relation corrélative, de sorte que tout plan
de Pune d'elles a pour homologue tous les points de la droite qui
lui correspond dans Pautre gerbe.

La dégénérescence planaire est, avons-nous dit, la corrélative de
la précédente.

Dans la ddgéndrescence axiale, chacun des deux espaces, = ou X,
comprend une droite singulidre, d ou @, qui est 'homologue de toutes
les droites de 'autre espace. De plus, ces droites sont les supports
de deux ponctuelles projectives et les axes de deux faisceaux projectifs
de plans, de sorte que, si 4 et 4’ sont deux points homologues de
ces ponctuelles, le point 4 correspond, dans la corrélation entre =
et X', & tout plan passant par A, et que de méme, si x, o' sont
deux plans homologues queleconques de ces deux faisceaux, le plan =
correspond dans la corrélation & tout point du plan .

Les dégénérescences du second ordre appartiennent également &
trois types distincts, On peut les former, soit en combinant deux types
de dégénérescences du premier ordre, soit en partant d’une dégénéres-
cence du premier ordve et en supposant que la correspondance homo-
graphique ou corrélative qui intervient dans sa définition dégénere a
son tour, T..d. Hirst désigne ces trois types de dégénérescences sous
les noms de centrale-aziale, plangire-axiale et centraleplanaire: les deux
premiers sont encore corrélatifs 'un de l'autre, le troisicme est i
lui-méme son corrélatif.

Dacs un dégéné: centrale-axiale, chacun des espaces, X ou
X', comprend un point singulier, P ou P’, et une droite singuliére,
d ou d’, issue de ce point; ces droites d et d’ sont les axes de deux
faisceaux homographiques de plans; et alors, tout plan de I'un de ces
espaces, de X’ par exemple, a pour homologue, suivant les cas, le
point P #'il ne passe pas par P’, tous les points de d il passe par
P’ gans passer par @', ou enfin tous les points du plan homologue
dans le faisceau d’axe d #'il appartient au faisceau d'axze d'.

La dégénérescence planasre-axiale est la corrélative dela préeédente.

15. Homographies et corrélations évanouissantes. 1

Dans la centrale-planaire, chacun des espaces com-
prend un point singulier, P ou P’, et un plan singulier, 7 ou =, issu
de ce point; le faisceau de rayons de sommet P et de plan 7 est
projectif au faisceau de sommet P’ et de plan o, de sorte que, si
@ et @ sont deux rayons homologues de ces deux faisceanx, tout plan
de X passant par a correspond dans la corrélation & tous les points
de &, et de mdme pour tout plan de X’ passant par o'

11 n'existe enfin quun seul type de dégénérescence du froisitme
ordre, appelé dégénérescence centrale-planaire-aziale, ot qui est 3 lui-
méme son corrélatif. Dans cette dégénérescence, chacun des espaces
Z ou X' comprend un point singulier P on P’, une droite singuliere
d ou d’ issue de ce point, et un plan singulier = ou ' passant par
cette droite; alors tout plan de 'un de ces espaces, de X’ par exemple,
a pour homologue, suivant les cas, le point P si ce plan ne passe pas
par P, tous les points de & #'il passe par P’ sans passer par &, tous
les points de = &'l passe par d' sans se confondre avee 7, ou enfin
tous les points de l'espace = #'il se confond avec a”.

Le role important joué par les corrélations évanouissantes, dans
la théorie générale des homographies et des corrélations, est analogue
a celui que jouent les coniques et quadriques dégénérées®™) dans le
probleme des caractéristiques [ef. ITT 4], Ce role se manifeste surtout
dans les problemes de géométrie énumérative, problemes qui consistent
dans la recherche du nombre de corrélations satisfaisant 3 certaines
conditions données.

Cotte question a ét6 complétement résolue par 7. A. Hirst dans
le cas des collinéations entre deux plans®®). Les conditions que l'on
envisage dans ce cas appartiennent i quatre types distincts: ou hien
Pon se donne un couple d’éléments homologues formés soit par un
point 4 du premier plan et une droite @’ du second, soit par une
droite b du premier et un point B’ du second; on bien on se donne
un couple de deux points conjugués, ou enfin un couple de deux
droites conjuguées. Les deux premidres conditions sont des conditions
doubles, les deux autres sont simples. Si I'on désigne respectivement
par k, i, m, n les nombres de ces divers couples d'éléments, 7. 4. Hirst

s £
&

328) Cette analogie se présente encore dans d'autres circonstances. Si l'on
transforme une conigue ou quadrique par ume corrélation évanouissante, on
obtient une conique ou quadrique dégénérée. Il en est de méme si l'on dé-
place deux plans (ou deux espaces), reliés par une corrélation évanouigsante, de
fagon A les rendre polaires réciproques.

329) Proc. London math. Soe. (1) 5 (1873/4), p. 41; voir également, Ann, mat,
pura, appl. (2) 6 (1873/6), p. 260.
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appelle signature de cet ensemble de conditions le groupe (%1, m, n)

de ces quatre nombres; Je nomhre total de conditions est alors
¢=2k+2l+m+n,

et la corrélation est déterminée lorsque ¢ est égal & 8.

Lorsque o est égal & 7, il existe une famille simplement infinie
de corrélations remplissant les conditions données et, dans cette famille,
certaines corrélations évanouissantes dont T. A. Hirst a déterminé le
nombre et la nature pour chaque signature possible. Soit E I'enveloppe,
dans Tun des plans, des droites qui, dans toutes les corrélations de la
famille, sont les homologues dun méme point de l'autre plan; soit,
dans les mémes conditions, ¢ le lieu des points homologues d'une
méme droite. La classe p de lenveloppe F et le degré v du lieu ¢
sont reliés aux entiers x et 4, qui représentent respectivement les nombres
de dégénérescences centrales et axiales de la famille, par les relations
connues de la théorie des caractéristiques:

e=2v—m, v=2u—1.

Cela posé, T. A. Hirst remarque que les entiers = et 1 désignent
aussi le nombre des corrélations qui, appartenant 3 la famille qui
vient d'étre étudiée, admettent en outre un couple domné de points
conjugués ou de droites conjuguées, autrement dit le nombre de cor-
rélations ayant respectivement pour signatures

(B t,m+1,n) et (k1 mntl)

On obtient ainsi, pour toutes les signatures possibles, le nombre
de corrélations remplissant huit conditions. En particulier, lorsque un
des nombres m ou # de la signature est nul, le nombre de corrélations
est égal & wn et la corrélation peut dtre linéuirement construite. Ex-
ception a lieu pour la signature

2,200
pour laquelle il n'existe aucune corrélation. Certains de ces problemes
avaient dailleurs ét6 déja traités par H. Schriter®).

Plus tard, 7. A. Hirst a repris le probléme par une autre méthode ).
1l envisage la famille doublement infinie de corrélations remplissant
siz conditions, famille qui comprend, d'une part, deux familles simple-
ment infinies formées I'une de dégénérescences centrales, Vautre de dé-
générescences axiales, et, d’autre part, un nombre fini de dégénérescences
du second ordre. Chacune de ces familles de dégénérescences du premier

330) J. reine angew. Math, 62 (1863), p. 215.
331) Proc. London math. Soc. (1) 8 (1876/7), p. 262.
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ordre posséde deux nombres caractéristiques:
;';: &5

4, désigne le nombre des dégénérescences axiales qui admettent
en outre un couple donné de points conjugués, autrement dit aussi
la classe de l'enveloppe des droites de F'un des plans qui sont homo-
logues d’un méme point de l'autre plan par rapport & toutes ces dé-
générescences axiales;

1, désigne de méme le nombre des dégénérescences axiales qui
admettent en outre un couple de droites conjuguées, autrement dit
ordre de la courbe lieu des points homologues d’une méme droite par
rapport & toutes ces dégénérescences axiales; @, et @, désignent les
nombres analogues de dégénérescences centrales.

Ces nombres sont liés par les relations

24,=1,4+9, 29, —9,+9,
ol & désigne le nombre de dégénérescences du second ordre remplis-
sant les six conditions envisagées.

On constate immédiatement que chacon des nombres 1, et 4
nest autre chose qu'un nombre désigné plus haut par 4, pour certaine
signature remplissant sept conditions. De la résulte que, lorsque &
est connu, toutes les valeurs que peut prendre A peuvent se déduire
d'un certain nombre d’entre elles: effectivement, il suffit de les con-
naitre avec six signatures pour lesquelles leur détermination est parti-
culidrement simple. Il en est de méme pour les nombres g.

Le probleme analogne concernant les corrélations dans V'espace a
été traité par 7. A. Hirst et P. Visalli. Les conditions qu'il faut alors
envisager se répartissent, suivant leur ordre de multiplicité, en quatre
groupes. Les conditions simples sont constituées par un couple de
deux éléments conjugués de méme nom, soit deux points, soit denx
droites, soit deux plans; une droite conjuguée d’'un point ou d'un plan
donne une condition double; un systéme d'un point et d’'un plan homo-
logues, une condition ¢riple; enfin, un systéme de deux droites homo-
logues, une condition guadruple. Il faut quinze conditions simples pour
déterminer une corrélation, c'est-a-dire pour qu'il n'y en ait quun
nombre fini.

Les recherches se développent alors suivant une voie parallele a
celle suivie pour les corrélations planes. Toute famille simplement
infinie de corrélations, assujetties & quatorze conditions simples, com-
prend d'abord un nombre fini de dégénérescences du premier ordre;
on désigne respectivement par

i p ety
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le nombre de dégénérescences centrales, planaires et axiales; puis, cette
famille posstde trois nombres caractéristiques,

“, v, @

qui sont respectivement la classe de la développable enveloppée par
le plan homologue d'un point fixe domné, 'ordre de la courbe gauche
décrite par le point homologue d’'un plan fixe, le degré de la surface
réglée engendrée par la droite homologue d’une autre droite fixe: ces
trois nombres sont aussi ceux des corrélations de la famille qui satis-
font en outre & une condition simple de plus, condition représentée
par un couple de deux éléments conjugués de méme nom, soit deux
points, soit deux plans, soit deux droites. Ces trois nombres g, v, o
sont alors reliés aux nombres 1, ¢, 9 par les relations connues de la
théorie des caractéristiques dans les quadriques [cf. IIT 4].

Des résultats analogues se présentent avec les familles double-
ment ou triplement infinies de corrélations, assujetties & treize ou a
douze conditions simples, et leurs dégénérescences du second ou du
troisibme ordre.

T. A. Hirst a procédé par une marche analogue & celle qu'il avait
suivie pour développer sa seconde solution du probleme plan®), En-
visageant d’abord les familles de corrélations assujetties a douze con-
ditions, familles dont il détermine le nombre de dégénérescences du
troisidme ordre, il traite ensuite successivement les cas de treize, qua-
torze et quinze conditions, mais en se limitant essentiellement aux
cas de conditions simples seulement?s),

P. Visalli®*) a au contraire préféré la méthode directe. A. I'aide
dun procédé original de réduction, il détermine directement les dé-
générescences caractéristiques des familles assujetties 3 treize om &
quatorze conditions, et en déduit les nombres caractéristiques de chaque
probléme. Poussant ses investigations plus loin que 7. A. Hirst, il
envisage non seulement lo cas des conditions simples, mais encore celui
des conditions triples, et résout completement cette partie du problame.

16. Le probléme de la projectivits. C'est dans les travaux de
K. G. Chr.von Staudt®™) que se présente pour la premidre fois un pro-

332) Proc. London math, Soc. (1) 6 (1874/5), p. 7; (1) 21 (1889/90), p. 92. Le
premier travail ne i qu'une préparati ire de la it Les
travaux de R. Sturm [Math, Ann. 12 (1877), p. 264] se rattachent étroitement &
ce probléme; mais V'exposition de 7. A. Hirst ne repose en rien sur ces travaux.

833) T. A. Hirst indique seulement comment on pourrsit ramener le cas de
conditions multiples & celui de conditions simples.

384) Atti R. Accad. Lincei, Memorie mat. (4) 3 (1886), p, 597.

885) Geom. der Lage'5%), p. 147.
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bléme qui, généralisé, conduit & ee que Pon appelle le probléme de la
projectivité. 11 s'agit, étant donnés deux plans = et #’, et dans chacun
d'eux quatre ou cing points se correspondant deux 3 deux, 4 eb 4,
Bet B,..., de trouver respectivement dans ces deux plans deux
points P et P’ tels que l'on ait la projectivité

PAB.. )R PAE..)

Avec quatre couples de points, chaque point P peut é&tre associé &
une infinité de points P’; le lieu de ces points P’ est ume conique
dans le cas général, une droite dans certains cas particuliers: cette
conique est celle qui passe par les quatre points 4', B, C', I et sur
laquelle ces quatre points ont un rapport anharmonique égal & celui
du faisceasu P(ABCD). Avec cing couples de points, chaque point
P de position générale peut dtre associé & un point P’ et un seul.
Tous ees résultats ont été établis par K. G. Chr. von Staudt®3s),

Avec six ou sept couples de points donnés, 4 et A’, Bet B .. .
il 'y a lien de chercher, dans les deux plans =, ', quels sont les
systemes de points associds P et P’ tels que les droites qui les
Joignent respectivement aux points donnés 4 et 4', Bet B,. .. appar-
tiennent & deux faisceaux homographiques. M, Chasles a résolu la
question et établi que, dans le cas de six points, le Lieu des points P
et P’ est, dans chacun des plans « et x, unme courbe du troisibme
ordre, puis que, dans le cas de sept points, il n’y a plus que trois
systémes de points associés P et P'3%),

E. Sturm™®) est entré dans une discussion plus approfondie de
ce probleme de la projectivité en envisageant en outre les points et
éléments pour lesquels la solution générale dégénsre. Ainsi, dans le

386) M. Chasles [Nouv. Ann. math. (1) 14 (1855), p. 211] propose, a titre
'exercice, le probleme corrdlatif: étant donnés cing points en ligne droite d’une
part, cing droites quelconques d’autre part, couper celles-ci par une tranaversale
de fagon que les cing points d'int tion correspondent homographi t
aux cinq points donnés.* N. @. Poudra [id. p. 311] donne immédiatement une
solution de la question.

La solution du probléme de Staudt, dans le cas de cing points, a 6t€ simpli-
fiée par H. Schriter, 7. Math. Phys. 356 (1880), p. 59.

837) Nouv. Ann. math. (1) 14 (1855), p.50. Comme dans lo cas signalé dans
la note précédente, M. Chasles pose encore en probléme le cas des sept points,
et obtient deux solutions, 'une de N. G. Poudra [Nouv. Ann. math. (1) 16 (1858),
. 58] I'autre de J. Ph. E.de Fauque de Jonguitres, id. (1) 17 (1858), p. 399. Voir
aussi L. Cremona [id. (1) 20 (1861), p. 453] ainsi que K. Kiipper [Rozpravy deské
Akad. 6 (1897) [T, mém. n° 21] et Bd. Weyr [id. 8 (1899), mém. n° 24].

338) Math. Ann. 1 (1869), p. 533.
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cas de quatre points, lorsque le point P se confond avec l'un des
quatre points 4, B, C, D, on peut lui ier un point quelcong
P’ du plan x". De méme, dans le cas de cinq points, si P vient se
confondre avec 4, on peut lui associer, dans le plan «’, tous les points
P’ appartenant & une méme conique; cette conique est celle qui passe
par les points B’, C, I, E’ et sur laquelle ces quatre points ont un
rapport apharmonique égal & celui du faisceau A(BCDE). En opérant
de méme avec chacun des cing points 4, B, C, D, E, on obtient ainsi,
dans le plan #, cing coniques qui ont en commun un méme point @’
On définit de la méme fagon un point @ dans le plan =; et il arrive
que le role de ce point @, dans le plan «, est analogue & celui des
points 4, B, C, D, E en ce sens qu'il peut étre associé a son tour
4 une infinité de points, ceux de la conique passant par les cing
points 4, B’,C’, D', E'; il en est de méme pour le point §'. . Sturm>*)
dit que ces deux points @ et @ sont relics aux cing couples de points
donnés, et démontre plus tard que, si on les joint & deux points
associés quelconques P et P’ les deux droites obtenues sont rayoms
homologues des deux faisceaux homographiques, de sommets P et P',
définis par la projectivité®®).

H. Miller™") a étendu & lespace le probléme de la projectivité
de 1a manitre suivante. Ktant donnés » couples de points 4, 4, il
'agit de trouver un systéme de deux droites d, d’ telles que les plans
définis respectivement par ces droites et les points dun méme couple
goient tous des plans homologues de deux faisceanx homographiques
de plans®?). H. Miller a résolu ce probléme dans tous les cas od
est au plus égal & sept. La solution repose sur ce fait que les droites

339) R. Sturm étudie également dans son mémoire. la correspondance
établie entre les deux plans, et compldtement définie par les cing couples de
points donnés, dans laquelle deux points associés P ob P’ se correspondent.
Cette relation fait correspondre une droite de position générale de chacun des
deux plans & une courbe du cingnidme ordre qui admet pour points doubles les
cing points donnés et le sixidme point, @ ou @, qui leur est relié; une courbe
du troisidme ordre, qui passe par ces six points fixes, correspond & ume auire
courbe du troisitme ordre jouissant de la méme propriété. R. Sturm fait appli-
cation de ces résultats aux quadrigues.

340) Math. Ann. 22 (1888), p. 571.

341) Math. Ann, 1 (1869), p. 413.

342) La question corrélative, pour le cas de nn=7: ,étant donnés sept points
alignés et sept plans quelconques, couper ceux-ci par une transversale de fagon
que les sept points d'i tion soient en correspond h hi avec
les sept points -donnés“, avait ét¢ déja proposée en probléme par M. Chasles
[Nouyv. Ann. math. (1) 14 (1855), p. 60] et résolue par N.G. Poudra.
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qui, svec quatre points donnés 4, B, C, D, déterminent quatre plans
ayant un rapport anharmonique constant, forment un complexe té-
traédral I

Cette remarque donne immédiatement la solution dans le cas de
n = 4%%): chaque droite d de Yespace X peut &tre associée & toutes
les droites & de l'espace X qui appartiennent & un méme complexe t4-
traédral T"; de plus, ainsi que le remarque . Sturm™*), chaque droite
& de ce complexe I est associée & son tour & toutes les droites de
Yespace X qui appartiennent & un méme complexe I" et co second com-
plexe comprend la droite d; les deux complexes I' et I sont ainsi
associés, chaque droite d de Yun étant associée & chaque droite de
Tautre.

De la, on passe aux cas de n=>5 et de » = 6; chaque droite & de
Despace X est alors associée & toutes les droites d’ de Vespace 2’ qui
appartiennent, dans le cas » — b, & une méme congruence, celle des
bisécantes d'une cubique gauche, et, dans le cas n =6, & un méme
systeme de génératrices rectilignes d'une quadrique. Dans les deux
espaces = et X', on obtient ainsi soit des cubiques gauches associées,
soit des systemes réglés associés. Enfin, dans le cas de n =7, une
droite d n'est en général associée qu'd une seule autre droite d’.

R. Sturm s également approfondi ce probleme, dans le cas de
Vespace, en s'attachant & 'étude des éléments pour lesquels la solution
générale dégénére ou présente ume forme remarquable. Clest ce qui
arrive lorsque la droite ¢ passe par un ou par deux des points donnés
A,, auxquels cas Pordre de la multiplicité des droites d’ qui lui sont
associées g'éleve de une ou de deux unités. R.Sturm™°) passe en revue
tous ces cas d'exception et détermine, dans chacun d'eux, la configuration
géométrique formée par les droites d associées & une méme droite d.
Par exemple, dans le cas de # = 6, 6i 1a droite d passe par un ou par
deux des points 4;, toutes les droites d’ qui lui sont associées sont
celles qui lui sont également associées par rapport au systtme des
cing ou des quatre autres points, et qui forment donc, suivant les cas,
la congruence des bisécantes d'une cubique gauche ou un complexe
tétraédral I

843) Ls solution de ce probleme particulier a 6t6 donnée pour la premidre
fois, sous sa forme corrélative, par J. Steiner [of. Syst. Entw.!8), p.299; Werke 1,
Berlin 1881, p. 442; la remarque (id. p. 527) ajoutée par H. Schiter, est erronée].

344) Math. Ann. 6 (1878), p. 616,

345) Math. Ann. 6 (1878), p. 515. R. Sturm étudie également, dans ce travail,
1a correspondance, en général biunivoque, établie entre les droites 4 et 4’ des
deux espaces 2 et X', dans le cas o l'on donne sept couples de pointa A4, 4,
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Des circonstances remarquables se présentent également pour des
droites qui rencontrent I'une des droites 4,4, joignant deux des points
donnés, ainsi que pour les configurations géométriques détermindes,
en tout ou en partie, par ces points donnés. Ainsi, dans le cas de
n =6, les six points 4, définissent une cubique gauche, et toute bi-
séeante de cette cubique est associée aux rayons d'un systéme réglé
qui reste le méme quelle que soit la bisécante choisie. De méme,
dans le cas de #n — 7, les génératrices de méme systéme d'une qua-
drique passant par les sept points domnés A, sont toutes associées a
la méme droite d'. Ces éléments jouent un role capital dans la dis-
position des figures qui sont associées dans les espaces X et 3.

R. Sturm a étendu le probleme aux cas od # est égal ou supérieur
4 8%); il y a lien alors de chercher dans chacun des espaces X et =*
gquelles sont les droites qui ont des droites associfes. Avec % — 8,
ces droites forment dans chaque espace un complexe du quatridme ordre;
avec =19, elles forment une congruence du sixitme ordre et de
dixiéme classe; avec n = 10, elles forment une surface réglée du ving-
titme ordre; enfin, avec # — 11, il n'existe plus que vingt couples de
droites associées. R. Sturm s complété ses recherches en étudiant com-
pletement la correspondance qui lie les droites associes de ces diverses
multiplicités, la disposition de celles-ci par rapport aux couples de
points donnés et enfin les figures remarquables auxquelles elles donnent
naissance.

Ces divers points traités, R. Sturm a généralisé le probleme de la
projectivité en 1'étendant aux figures fondamentales de rang deux. Le
premier probléme qu’il se pose est le suivant:

Btant donnés, dans deux espaces X et X', n couples de points
A, A, chercher un systtme de deux points S et S tels que les
droites S(4,) et S°(4,") soient des rayons homologues de deux gerbes,
de sommets S et S’, en correspondance homographique, puis étudier
la correspondance entre les deux points ainsi associés S et S'%7),

La solution, dans le cas de n = 5, repose d'une part sur ce fait
que l'on peut établir entre les espaces X et X’ une correspondance
homographique dans laquelle les cing points 4, sont respectivement
les homologues des cinq points A, et, d’autre part, sur les résultats

846) Math. Ann. 6 (1873), p. 534 et suiv.

347) Math. Aon. 10 (1876), p. 117.. Dans ce probldme, comme dans le
précéd, certains pti )! t les figures définies par les
points 4; et A/; et ces résultats térisent les singularités de la c -
dance entre les points associés S et S”.

Ttat
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obtenus dans le premier probléme de la projectivité dans lespace.
On trouve ainsi que tout point S est associé & tous les points d’une
cubique gauche ¢/, laquelle, dans la correspondance homographique
entre les espaces X ot X', est I'homologue de la cubique gauche ¢
passant par S et les cing points A;, de sorte que ces deux cubiques
¢ et ¢’ sont associées l'une & l'autre, chaque point de I'une étant
associé & chaque point de Yautre. Dans le cas de # = 6, lo lieu des
points qui ont des points associés est, dans.chaque espace, une qua-
drique. Enfin, dans le cas de n =71, il n'existe plus que quatre couples
de points associés S et S".

R. Sturm a ensuite donné & ce probleme une extension qui semble
atteindre le plus haut degré de généralité possible dans cet ordre
d'idées™®). Tl se pose la question suivante:

Ktant donnés & points A4, et I droites b, dans le premier espace %,
k droites @, et I points B, dans le second espace X’, puis m couples
de points C;, C/ et n couples de droites d,, d/, peut-on trouver deux
points associés 8, S* qui soient les sommets de deux gerbes, en corres-
pondance corrélative, de telle fagon qué, dans cette correspondance,
les % droites S(4,) soient respectivement les homologues des % plans
8'(a;), les I plans S(b) les homologues des I droites S’(B/), puis
que les m couples de droites S(C)) et S'(C,) soient formés de droites
conjuguées, c'est-d-dire que chacune soit dans le plan homologue de
lautre, et enfin que les # couples de plans S(d,) et S'(d;) soient
formés de plans conjugués, c'est-d-dire que chacun contienne la droite
homologue de I'mutre. L’ensemble des quatre nombres

ky I, m, n
s'appelle la signature du probléme, et ce probleme n'a de seus que

sous les conditions
8<L2k + 214+ m+n< 14

R. Sturm traite complétement tous les cas possibles. Dans le cas
limite, ou le nombre

6=2k+2l4+m+n

est égal 3 8, on peut en général associer deux points quelconques S
et § des espaces X et X’. Dans les cas suivants, ol o est égal
I'un des nombres 9, 10 et 11, on pent, en général, associer respective-
ment & un point quelconque tous les points d'une surface, tous les
points d’une courbe, enfin un nombre fini de points. Enfin, dans les

348) Math. Ann. 12 (1877), p. 254.
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derniers cas, od ¢ est égal & I'un des nombres 12, 13, 14, le point S,
ou S, ne peut plus &tre choisi arbitrairement et doit &tre placé en
un point arbitraire d'une surface, ou d'une courbe, ou eunfin ne peut
eccuper qu’un nombre limité de positions.

Dans la solution de tous ces problémes R. Sturm emploie les mé-
thodes qui ont servi a 7. A. Hirst dans I'étude des questions voisines
dont il a 6té parlé au n° 15. Il fait usage, comme lui, des nombres
caractéristiques et des nombres de dégéné qui correspondent
& chaque signature, ainsi que des relations de ces nombres entre eux.
Les premiers représentent encore le nombre des collinéations qui sont
déterminées quand on ajoute aux premidres conditions soit un systéme
de deux points, soit un systdme de deux plans; et ces nombres sont
égaux aux degrés des lieux géométriques cherchés.

Par exemple, la signature

&, 1, m, n)
a, dans le cas de ¢ — 8, deux nombres caractéristiques; ces deux

nombres sont respectivement égaux au degré de la surface, lieu des
points S” qui avec les signatures

& &, m+1, %) et (k1 mn+1)

sont associés 3 un point quelconque S.

On peut aussi déterminer, par un procédé analogue, V'ordre de
multiplicité des éléments singuliers de ces divers lieux géométriques™?).

Les mémes méthodes ont encore permis & R. Sturm de renouveler
plus tard le premier probléme de la projectivité dans l'espace -en lui
donnant une forme plus générale. Au lieu, en effet, de se donmer
seulement & couples de points 4, 4, on peut leur ajouter ! couples
de plans ¢, o et chercher alors deux droites associées d, d" qui soient
simultanément les axes de deux faisceaux homographiques de plans
admettant les plans d(4,) et d'(4,) comme plans homologues, et les
bases de deux divisions homographiques admettant les points d{,) et
d’(e,) comme points homologues. Ce probleme n'a de sens que sous

les conditions
T<kE+1L14,

et a encore été résolu, dans tous les cas, par R. Sturm™?), d’aprés les
méthodes de T. A. Hirst.

349) Cf. S. Kantor, Denkschr. Akad. Wien 46 II (1888), p.83; P. Visalli, Atti
R. Accad. Lincei, Memorie mat. (4) 3 (1886), p. 597.
860) Math. Ann. 15 (1879), p. 407.

17. La géométrie projective indépend

te de la géométrie métrique. 87
Les principes fondamentaux.

17. La géométrie projective établie, avee Staudt, sur des
Dases indépendantes de la géométrie métrique®'). K.G.Chr.von Staudt
slest proposé de développer toutes les théories de la géométrie pro-
jective®®?) sans recourir en rien aux notions métriques d'angles et de
distances ni, par conséquent, & lidée capitale de rapport anharmo-
nique®), Il a donné de ce probleme une solution qui pouvait &ire
regardée comme irréprochable & son épogue, ol les axiomes fonda-
mentaux de la géométrie n'avaient pas encore été, comme aujourd’hui,
soumis i une discussion approfondie, et qui, malgré quelques lacunes,
n'en donne pas moins les points essentiels d’une solution rigoureuse.

Dans sa théorie, K. G. Chr. von Staudt ne fait intervenir que des
axiomes concernant uniquement la position ou Lordre des éléments
fondamentaux, points et droites, soit que ces axiomes soient expli-
citement énoncés, soit qu'ils interviennent d'une fagon sous-entendue.
En n'appliquant que les propositions les plus simples sur les com-
binaisons des figures fondamentales de I'espace, intersections de droites
ou de plans, droites menées par deux points, il commence par établir
la propriété que possédent les diagonales d'un quadrilatére complet de
se partager harmoniquement; ,pour cela il définit une division har-

351) Nous n'envisagerons ici, comme d'ailleurs dans tout cet article, que la
_géométrie de I'espace t, les diverses d ions que nous
mentionnons de la proposition fondamentale de XK. G. Chr. von Staudt ne font
intervenir que des éléments géométriques appartenant aussi bien 3 'espace non
euclidien qu'a l'espace euclidien: c'est un point quo F. Klein®®®) a bien mis en

1id C d

id dans sa di ion de la d tration de K. G. Chr. von Staudt.
En ce qui les divers él ts ot les hypoth fond tales qui
interviennent soit, en généxal, dans toute la géométrie projective, soit plus parti-
-culitrement, dans la p ition fond tale 1 §, on dans

Yarticle III 1, n>* 24 & 28, une discussion plus approfondie et de leur nature, et
des roles qu'ils jouent les uns par rapport aux autres. Le chapitre actuel est
.donc ici développé & un point de vue purement historigue, et n'a d’autre but que
de donner un exposé anssi complet‘que possible des idées de K. G. Chr.von Staudt,
de 1a critique de sa démonstration par F. Kiein, et des travaux qui s’y rattachent
immédiatement.

352) Geom. der Lage!®®), voir surtout p. 80/51. On trouvera dans H. Pfaff,
Neuere Geometrie, Erlangen 1867, une exposition des idées et des développements
de K. G.Chr.von Staudt. Voir également, E. Newmayr, Ber. naturw.-mediz. Ver.
Innsbruck 9 (1878/9), p. 144.

353) Au sujet des origines de ce probléme, se reporter i la note 42. Au-
jourd'hui, apree les travaux de D. Hilbert [Grundlagen der Geometrie, (2° 6d.)
Leipzig 1903, p. 2 et suiv.], on uppelle postulats d'appartenance [I 1, 9] (Axiome
der Verkniipfung) et postulats de l'ordre (Axiome der Anordnung) les principes
fondamentaux invoqués par K. G. Chr.von Staudt.
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monique comme un ensemble de quatre points 4, B, C, D tels que
4 et C soient deux sommets opposés d'un quadrilatére complet dont
deux diagonales passent par les deux autres points B et D, et sa
proposition consiste & établir que cette propriété est indépendante du
quadrilatere choisi® Ceci posé, les mémes considérations Paménent &
établir que la division harmonique comprend deux couples de points
distinets, les deux points d'un couple séparant les deux points de T'autre,
puis que cette division harmonique se conserve par projection, autre-
ment dit quelle a le caractére d'un dnvariant projectif™), enfin qu'il
¥y a réciprocité entre les deux points d'un méme couple, ainsi qu'entre
les deux couples de points.

K. G. Chr.von Staudt donme alors sa définition fondamentale de
la projectivité en disant que deux séries linéaires d’éléments sont em
relation projective lorsque ces éléments se correspondent deux & deux
d'une maniére univogue, de telle fagon que d& quatre déments dune serie
formant une division har ique correspondent dams Uautre série quatre
éléments qui, pris dans le méme ordre, forment aussi une division har-
monique.

Pour justifier cette définition, il y a lien de démontrer que la
relation projective est completement déterminée par trois couples
d'éléments homologues, autrement dit, que si les deux séries d'élé-
ments sont prises sur une méme droite, il ne peut y avoir plus de
deux points de une des séries qui coincident avec leurs homologues,
en d'autres termes encore, que si trois éléments de I'une des séries
coincident avec leurs homologues, il en sera de méme de tout autre
élément. C'est ce théoreme qui constitue la proposition fondamentale
de la géométrie projective.

Pour le démontrer, K. G. Chr. von Staudt constate d'abord que si
les deux ponctuelles ont en commun tous les points d'un segment de
droite AB, il en sera de méme de leurs conjugués harmoniques par
rapport & A et B et la proposition est alors établie* Il reste donc a
la démontrer dans I'hypothese ot il n'existe sucun segment de droite
dont tous les points soient communs aux deux ponctuelles. Dans ce
cas, l'application répétée de la construetion du quatridme point harmo-
nique & trois points donnés permet, en partant des points communs
aux deux ponctuelles, de construire une infinité d’autres points communs.
Cela étant, ¢'il nexistait aucun segment formé de points communs,
la succession de ces points communs formerait une suite discontinue;
on pourrait en envisager deux consécutifs, 4 et B, entre lesquels it

854) Dans le langage moderne, le fait d'étre ,placé entre" constitne & Ini
seul un invariant projectif.
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v'en existerait donc pas d’autre; mais en dehors de ces deux points
il en existe au moins un troigitme C, et le conjugué harmonique de
C par rapport & A et B serait nécessairement un nouveau point
commun placé entre 4 et B; d'od une contradiction,

F. Klein, dans ses travaux sur la géométrie non-euclidienne3s),
fut amené & discuter cette démonstration et constata d’abord qu'elle
contient une lacune grave, car elle exige pour étre valable qué la
notion de point limite g'applique & la géométrie projective. Sans elle,
il serait possible, en effet, que la suite de points obtenus par appli-
cation répétée de la construction du quatridme harmonique, tout en
étant illimitée, puisse néanmoins ne pas pénétrer dans certains seg-
ments de droite®). Pour écarter cette objection, F. Klein propose
d’admettre le postulat suivant: si, sur une droite, il existe une suite
illimitée de points qui ne pénétrent pas dans un segment de cette
droite, il existe un point bien déterminé, que Lon peut appeler point
limite, vers lequel tend cette suite illimitée.* En d’autres termes,
Taziome de continuilé, admis pour la géométrie ordinaire, doit I'dtre
également pour les figures fondamentales de la géométrie projective.

Acceptant cet axiome, J. Liiroth et H. (. Zeuthen***) démontrérent
immédiatement, et de la méme manitre, que la construction répétée
du quatritme harmonique donne une suite de points pénétrant dans
tout segment de la droite. Leur démonstration repose sur ce fait que,
si A et B, 4, et B, sont deux couples de points conjugués harmo-
niques par rapport & un méme troisitme, ces deux couples ne chevau-
chent pas I'un sur l'autre, puis que si 4, parcourt une suite de points
ayant comme point limite 4, B, parcourt une autre suite ayant comme
point limite B¥7),

.Ce premier point étant ainsi éclairé, F. Kiein rattache la pro-

365) Math. Ann. 6 (1873), p. 139; 7 (1874), p. 531/3.

356) Dans 1'état actuel de nos connaissances sur les ensembles, on peut
dire que l'erreur fondamentale de K. G. Chr. von Staudt consiste en ce qu'il parle,
sans plus amples explications, de points ,,qui se succtdent” sur une droite et entre
lesquels ne se place aucun des points qu'il construit. On sait en effet qu'il peut
exister des ensembles de points, qu'ils soient denses autour de chacun de leurs
€éléments ou qu'ils ne le soient avtour d’aucun, dans lesquels il n'existe pas de
points qui se succedent. Il en est tout autrement lorsqu’on transforme un ensemble
de points, & 'aide du postulat de F. Klein, en un ensemble fermé [Lv, 18]

356%) Leur dé tration est i par F. Klein, Math. Apn. 7
(1874), p. 536,

857) Ceci peut dtre regardé comme une conséquence immédiate de ce que
'ordre se conserve dans une projection: voir, par exemple, & ce sujet, M. Pasch,
Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882, p. 90,
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position fondamentale de K. G. Chr. von Staudt & la question voisine
suivante: la correspondance projective entre deux séries linéaires étant
définie par trois couples d'éléments homologues, peut-on, par des cons-
tructions successives de divisions harmoniques, construire 'homologue
d'un point quelconque de I'une des séries? Dans le cas d'une série de
points par exemple il est manifeste que ceci n'est pas possible pour tout
point du support et ne L'est que pour ceux qui, en géométrie métrique,
seraient définis dans un certain systéme de coordonnées par des nombres
rationnels. Confondant alors les deux questions, F. Klein crut d’abord
que la correspondance projective n'était définie que pour I'ensemble
des points ainsi atteints, et que, pour I'étendre a tous les points de
chaque série,* il est nécessaire de faire une nouvelle hypothése, celle
de la continuité de la relation projective, laquelle consiste & dire que
si, dans lune des séries, un élément est point limite d'une suite de
points appartenant & des divisions harmoniques, cet élément doit &tre
considéré comme faisant partie de la série®®)." Cette hypothese étant
admise, comme il résulte de la proposition ‘de J. Liiroth et H G.
Zeuthen que si deux séries prises sur une méme droite ont trois points
doubles I’ensemble de tous leurs points doubles est partout dense,
tout autre point de la droite sera point limite d'une suite de points
doubles, et la proposition fondamentale, au sens accepté par F. Klein,
est ainsi établie.

F. Klein remarque d'ailleurs que cette seconde hypothese, sur la
continuité de la relation projective, peut étre remplacée par une autre,
Vhypothése de Tordre, laquelle exprime que si des points de l'une des
séries se succedent dans un ordre déterminé, il en est de méme des
points homologues de Iautre suite. En effet, de cette hypothése on
déduit facilement, en la combinant avec la proposition de J. Liroth
et H. G. Zeuthen, celle de la continuité de la relation projective.

Mais cnsuite . Darbouz est allé plus loin®®) et a fait faire a
cette discussion un progres capital en montrant que cette seconde
hypothise, méme sous sa seconde forme, est inutile ,si on se limite

tiellement & la dé tration de la proposition fondamentale de
K. G. Chr. von Staudi, c'est-a-dire si on envisage a priori une relation

358) C'est dans ces termes que F. Klein {Math. Ann. 7 (1874), p. 537] énonce
son second postulat, D’ailleurs, K. G. Chr.von Staudt [Geom. der Lage %), p. 55]
a fait lui-méme intervenir la continuité dans l'étude de la correspondance pro-
jective; elle apparait dans ses travaux comme une conséquence de la proposition
fondamentale, deux séries li en relation projective pouvant étre relides
Tune & l'antre par une succession de perspectives.

359) Math. Ann. 17 (1380), p. 55, Cf. F' Schur, Math. Ann. 18 (1881), p. 252.

17. La géométrie projective indépendante de la géométrie. métrique. 91

projective entre deux séries linéaires d’éléments, tout élément de l'une
des séries ayant, par hypothése, un élément homologue et un seul
dans l'autre série, et si l'on ne se préoccupe pas, avec F. Kiein, de
la fagon dont on peut construire cet élément homologue.* En d’autres
termes, la seconde hypothese de F. Klein, celle de 'ordre, est elleméme
une conséquence de la définition d’une relation projective.

La démonstration de G. Darboux repose sur cette remarque que
la condition nécessaire et suffisante pour que, étant donnés sur une
méme droite deux segments A.A" et BB, il existe un couple de
points qui les divise tous deux harmoniquement, est que ces deux
segments ne chevauchent pas l'un sur Pautre: que la condition soit
nécessaire, c'est ce qu'avait déja remarqué K. G. Chr. von Staudt, ainsi
que nous l'avons dit plus haut, dans son étude fondamentale de la
division harmonique; qu'elle soit suffisante, c'est ce qu'établit G, Darbouz,
et c’est en cela que consiste l'originalité de sa démonstration. Assimi-
lant & une courbe fermée une droite dont on regarde le point & Pinfini
comme ne jouant pas de role distinct de tout autre point, il fait
observer que, si deux points décrivent une telle courbe dans le méme
sens, le premier précédant d’abord le second pour le suivre ensuite,
il existe une position au moins dans laquelle ils coincident. Si done
deux segments A4, BB’ appartenant & une méme droite ne chevau-
chent pas, on aura deux points mobiles remplissant cette condition
en envisageant les deux conjugués harmoniques d'un méme point P,
I'un @ par rapport & 4 et A, lautre R par rapport & B et B,
lorsque P se déplace de A en A’ en parcourant le segment extérieur
4 BB’; il existe ainsi un point S pour lequel @ et R coincident, et
qui est bien conjugué harmonique d'un méme point P, & la fois par
rapport & 4 et A, 4 B et B

De cette remarque résulte d’abord que l'ordre est non plus une
hypothese, mais seulement une conséquence de la définition de K. G-
Chr. von Staudt. Car si a quatre points A, B, C, D, rangés en ordre,
correspondaient quatre points A’, B’, €', D" qui ne le soient plus, on
pourrait, avec les premiers, former deux segments ne chevauchant pas,
et par conséquent conjugués harmoniques par rapport & un méme
couple de points, tandis que leurs homologues formeraient deux seg-
ments chevauchant l'un sur l'autre et ne pouvant donc pas étre par-
tagés harmoniquement par un méme couple de points. Enfin, la dé-
monstration de la proposition fondamentale s'achdve ainsi qu'il suit:
soient, sur une méme droite, deux séries linéaires en relation pro-
jective, ayant trois points doubles 4, B, C; #'il existait deux points
homologues distinets X et X', Iun des segments d'extrémités X et
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X' contiendrait deux des points doubles au moins, soit A et B; les
segments X 4, BX' seraient extérieurs et divisés harmoniquement tous
deux par deux points M et N, et leurs homologues seraient les seg-
ments X'A4, BX qui chevauchent alors qu'ils devraient atre divisés
harmoniquement par les homologues de M et N, ce qui est contra-
dictoire %),

On peut aussi établir la proposition fondamentale de diverses
autres manidres, et toujours sans faire intervenir la géométrie métrique.
D'abord, on peut adopter comme définition d'une relation projective
celle de L. Cremona, qui consiste i envisager une pareille relation
comme une succession de perspectives [n° 8]. Cest la marche suivie
par J. Thomae™"). Cette méthode nécessite encore le recours a I'axiome
de continuité. Puis la conservation de l'ordre dans la correspondance
devient une conséquence immédiate de la définition. La démonstration
de la proposition fondamentale s'achéve alore d'une maniére simple,
lorsqu'on se propose seulement, comme K. G. Chr. von Staudt et
G. Darboug, d’établir l'existence de la eorrespondance, et mon pas,
comme F. Klein, d'atteindre un point quelconque par un mode de cons-
truction déterminé. lei encore intervient cette remarque fondamen-
tale de G. Darbouz que denx mobiles parcourant une droite se ren-
contrent nécessairement lorsque l'un deux dépasse l'autre.

Dans une autre méthode, on peut édifier les diverses théories de
la géométrie projective en débutant par I'étude des transformations
homographiques d’un plan et non par celles de la droite®?). Dans ce
cas, il y a lien d'établir comme proposition fondamentale que, si les
points d'un méme plan sont reliés par unme correspondance homo-
graphique, tout point est & Ini-méme son homologue dés qu'il en est
ainsi pour quatre points du plan. On y arrive par la construction des
réseauy; de Mobius, qui constitue l'extension au plan de la construction
répétée sur une droite du quatriéme harmonique; mais il est toujours
nécessaire d'invoquer un axiome de continuité en faisant intervenir la
notion de point limite. Ce procédé a été suivi par K. Zindler®®). il

360) F. Enriques [Lezioni di geometria proiettiva, (1™ éd.) Bologne 1898,
P- 905 (3° €d.) Bologne 1909; ,trad. allemande de H. Fleischer, Vorlesungen
tiber projektive Geometrie, Leipzig 1903, p. 84*] donne une exposition complite
de la démonstration de la proposition fondamentale, établie, ainsi que mnous
venons de le dire, par F. Klein, H. Liiroth, H. G. Zeuthen et G. Darbouz.

361) Ebene geometrische Gebilde erster und zweiter Ordnung vom Stand-
punkte der Geometrie dor Lage, Halle 1873, p. 12; Math. Ann. 18 (1881), p. 263.

862) C'est la marcho suivie par G. Battaglini [Giorn. mat. (1) 12 (1874),
P-800] lequel ne se sert d'ailleurs que des réseaux de Mobius. Voir aussi, F. Schur,
Math. Ann. 18 (1881), p. 264,
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ne differe pas essentiellement de celui qui est suivi dans I'étude des
séries linéaires, il a au moins Pavantage théorique de substituer la
notion naturelle de quadrilatere complet & celle, qui lest moins. de
relation harmonique.

Un autre procédé a 6té employé par C. Le Paige et F. Deruyts®®),
Il repose sur la considération de la correspondance involutive. On
définit d'abord ce que l'on entend par trois couples de points en in-
volution sur une droite, lesquels sont obtenus par lintersection des
trois couples de cotés opposés dun quadrangle complet avec une
transversale quelconque. Puis on dit que deux géries de points sur
une méme droite sont en correspondance involutive lorsque trois
couples quelconques de points homologues sont toujours en involution.
On démontre alors que la correspondance involutive est définie par
deux couples de points, quen partant de ceux-ci on peut atteindre
tout autre point de la droite, puis que deux involutions distinctes ont
au plus un couple commun, enfin que involution peut se projeter.

On définit ensuite deux séries projectives superposées en faisant
correspondre deux points M et M' qui sont les homologues d’un
méme troisitme dans deux involutions; il en résulte que deux séries
projectiyes superposées ont au plus deux points doubles ou que, si
elles en ont trois, elles sont identiques, puis que ces deux séries peu-
vent toujours étre définies par trois couples de points homologues,
mais non par quatre.

Enfin, dans cette théorie, on dit que deux séries linéaires dis-
tinetes sont en correspondance projective lorsque, par un nombre fini
de projections et de sections, on peut les ramener & deux séries pro-
jectives superposées.

Dans cette méthode, la division harmonique apparait comme un
systéme particulier de trois couples en involution dans lequel deux de
ces couples ont leurs 6léments confondus. Il en résulte que, dans une
correspondance involutive d'abord, puis dans une correspondance pro-
Jective quelconque, une division harmonique correspond & une division
harmonique 3%).

363) Sitagsb. Akad. Wien 98 II* (1889), p. 499. Voir aussi €. Le Paige, Mém.
Soc. sc. Liége (2) 15 (1888), mém. n° 5.

364) Bull. Acad. Belgique (3) 16 (1888), p. 335.

365) Il y & lieu de signaler divers ossais de démonstration nouvelle de la
proposition fondamentale. L'un est de B. Kiein, Sitagsb. Ges. zur Beforderung
Naturw. Marburg 1887, p. 37; id. 1888, p. 1; il repose sur la considération de
faisceaux et réseaux de projectivités, et tente d'établir que, dana I'ensemble des

correspondances projectives, trois couples de points suffisent pour définir 'nne
d’entrs elles.
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L’exemple du probleme traité par K. G. Chr.von Staudt pour la
géométrie projective a conduit M. Pasch®®) a résoudre la méme question
pour la géométrie ordinaire. C’est lui qui a déterminé le premier,
d’une maniére systématique et compléte, quelles sont, parmi les pro-
priétés fondamentales de 1'étendue, celles qui sont nécessaires et suffi-
santes pour en déduire sans aucune omission toutes les propositions
de la géométrie®); il les a classées, en distinguant celles qui ont un
caractére empirique de celles qui doivent étre considérées comme des
aziomes. A ce titre, M. Pasch doit étre regardé comme le véritable
fondateur des recherches modernes sur les principes et les axiomes de
Ia géométrie [cf. LI 1, 10}

En particulier, M. Pasch arrive & affranchir de I'axiome des paral-
1eles (axiome d’Euclide) en opérant seulement & V'intérieur d’'un domaine
fini quil considere comme donné expérimentalement, et en étendant
& un domaine inaccessible (idéal), extérieur au précédent, les notions
et définitions fondamentales, ,un point idéal, par exemple, étant défini
par une droite et un plan n’ayant pas de point d'intersection acces-
sible. Cette idée de domaine inaccessible devait étre ensuite développée
davantage, en ce qui concerne plus particulierement la géométrie pro-
Jjective, par F. Schur®®), lequel est ainsi arrivé & montrer que, en se
limitant & une région limitée de I'espace, on peut donner & la géo-
métrie projective tout le degré de généralité qu'elle posséde dans la
géométrie de K. . Chr.von Staudt, grace i Vemploi des éléments &
l'infini.* Notons que BL. Pasch fait intervenir la notion de congruence
dans la démonstration de la proposition fondamentale®®). Signalons
enfin une conception nouvelle qui consiste & regarder simplement la
proposition fondamentale comme un des postulats de la géométrie.

18. L’importance fondamentale des théorémes de disposition.
On peut faire reposer la géométrie projective sur d’autres bases que

Un second essai, dii & H. G. Zeuthen [C. R. Acad. sc. Paris 125 (1897), p. 638,
858; 126 (1898), p. 218] ne réussit que si 'on admet comme postulat cette propriété
d'une surface réglée ,d’dtre coupée par un plan y mené par une génératrice g
suivant une courbe résidue rencontrant g en un point M variable avec y et tan-
gente en ce point M a la droite du plan y qui s'asppuie sur deux génératrices
infiniment voisines de g*.

366) Vorlesungen iiber nevere Geometrie, Leipzig 1882,

367) M. Piers [Atti Accad. Torino 31 (1895/6), p. 387] signale une omission
minime, que corrige M. Pasch, Math. Ann. 48 (1897), p. 111.

368) Math. Ann. 39 (1891), p. 118. Cf. V. Reyes y Prosper, id. 29 (1887),
p. 164; M. Pasch, id. 30 (1887), p. 127.

369) Cf. Math. Ann. 30 (1887), p. 101, 120, 127. D’ailleurs, la démonstration
nécessite également le recours & I'axiome dit d’Archimdde. Cf I 1, 16.
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celles adoptées par K. G. Chr.von Slaudt, et prendre comme pro-
positions fondamentales certains théordmes de disposition oun d'aligne-
ment. Cest une conception qui a été exprimée pour la premiere fois
par H Wiener®™), et les propositions dont il s'agit sont, la premitre,
le théoreme de Desargues sur les triangles homologiques dans un plan,
la seconde le cas particulier du théoréme de Pascal®) appliqué & une
conique réduite & deux droites et & un hexagone ayant trois sommets
sur chacune de ces droites.

L'importance fondamentale de ces deux propositions n'avait pas
échappé aux géometres et avait été signalée & plusieurs reprises dans
des recherches concernant les problémes de la géométrie projective®™);
Ch. J. Brianchon®™) avait méme 6té amené a dire de ces deux théo-
remes qu'ils sont ,la base de cette partie de la géodésie qui concerne
les alignements®, et & montrer qu’ils suffisent pour arriver & la solation
de tous les problomes du second ordre. Mais c'est H. Wiener qui a
su établir leur role et leur signification. Sa comception consiste &
regarder le domaine de la géométrie projective plane comme constitué
par un ensemble d’éléments fondamentaux, répartis en deux systemes
différents (points et droites), et d’opérations fondamentales (intersection

370) Jabresb, deutech. Math.-Ver. 1 (1890/1), p. 455 3 (1892/3), p. 70.

371) Ce cas particulier du théoréme de Pascal était déja counu de Pappus,
qui en fait 1'énoncé de son 13#=° lemme du 7iwe livie des porismes d’Huclide.
Cf. Pappi Alexandrini collectio ), éd. F. Hulisch 2, Berlin 1877, p. 887.

J. Steiner envisage la configuration qui apparait dans ce théordme comme
formée par un cycle de trois triangles dount chacun est inscrit dans celui qui
le précede et circonscrit an suivant.

Il rattache ainsi la proposition 4 la suivante: si un triangle est circons-
crit @ un antre, il existe une infinité de triangles circonscrits au premier et
inscrits dans le second.* Il envisage aussi les six hexagones de Pascal que l'on
peut former avec six points distribués par gronpes de trois sur deux droites
dounées et dit que les droites de Pascal P se en denx
groupes de trois droites concourantes: il énonce cette propriété comme sujet
d'esercices [Ann. math. pures appl. 19 (1820), p. 128] et J. Plicker [J. reine
angew. Math. 10 (1833), p. 222] donue une d tration de cette propositi
et de la proposition corrélative.* Le cua particulier de ce théoréme 0\) la droite
de Pagcal est rejetée & Vinfini a une importance particuliere; C. Rédell [Archiv
Math. Phys. (1) 1 (1841), p. 181] en fait un emploi systématique.

372) Voir par exemple, J. Steiner, Synth. Geom.'") 1 (1“ éd) p. 26, 89,
ou l'on trouve deux figures qui rep t les 61 t de la
théorie, I'une pour le cas de la conique réduite & deux droites, I'sutre pour celui
d'une conique quelconque.

378) J. Ec. polyt. (1) cah. 10 (1810), p. 13. Signalons ce fait curieux que
Ch. J. Brianchon envisage déjd le cas ou la droite de Pascal est & l'infini, et le
déduit de la théorie des figures semblables.
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de deux droites, droite menée par deux points), les uns et les autres
étant définis d’une maniére purement abstraite.

Dans ce domaine, un théoreme de disposition (ou d’alignement)
est une proposition qui établit que trois points sont en ligne droite,
ou que trois droites sont concourantes. I’ensemble des propriétés et
opérations de la géométrie projective est alors celui qui se déduit des
éléments fondamentaux par application des théorémes de disposition.
Or, en restant & Vintérieur de ce domaine, il nlest pas possible de
démontrér les deux théorémes capitaux dont mous parlons, ni de
déduire 'un de Vautre. La question se pose donc, question posée et
résolue par Yaffirmative par H. Wiener’™), de rechercher si I'on peut
édifier toute la géométrie projective sur ces deux propositions admises
comme principes. Dans ces conditions, l'axiome de continuité et par
suite la proposition fondamentale de K. &. Chr. von Staudt deviennent
inutiles; mais bien entendu, les autres sxiomes de position et d’ordre
relatifs aux éléments fondamentanx restent indispensables.

Le probleme développé par H. Wiener a provoqué ensuite dim-
portantes recherches et discussions relatives & la place qu'il convient
d'assigner, dans T'édifice de la géométrie, & ces deux théordmes de dis-
position, et & la nature des axiomes auxquels il faut recourir pour
les démontrer. En ce qui concerne le premier, G. Desargues avait
déja constaté®™*) que la propriété des triangles homologiques, dans le
cad ol ils sont placés dans des plans différents, est une conséquence
immédiate des notions de point, droite et plan®™). Pour J.7. Poneelet™'s),

374) Le mémoire de H. Wiener se contente de développements superficiels.

374%) Le théortme de G. Desargues ol cette proposition est énoncée & 646
publié en 1648 par 4. Bosse & la suite de sa réimpression de la Perspective de
G. Desargues [uvres, éd. N. G. Poudra 1, Paris 1864, p. 413/6] (Note de . Ene-
strom).*

375) (. Desargues®™%) a indiqué exy t que le th subsiste
quand les triangles sont dans un méme plan, mais il semble avoir envisegé ce
cas comme un cas-limite dans lequel une démonstration est inutile. E. Ketter
[Jabresb, deutsch. Math.-Ver. 5% (1896), éd. Leipzig 1901, p. 8] dit que G. Desar-
gues a déduit ce cas du cas général par la méthode des projections paralltles;
mais il convient d'ajouter que A. Bosse a aussi réuni dans une méme proposition
deux autres théorémes de . Desargues et que Vemploi de la méthode des projections
paralléles se rapporte & 1'un de ces théordmes. M. Chasles [Apergu hist.?), p. 82]
ayance que (. Desargues a démontré ce cas & l'aide du théordme des transver-
sales de Ménélus; mais si lextrait donné par N. G. Poudra®™*) est complet,
cette assertion est inexacte (Note de G. Enestrom).*

Lo théoréme de G. Desargues semble avoir ét6 presque oublié jusqu'a ce
que F. J. Servois I'ait retrouvé & nouveau [Solutions peu connues de différents
problémes de géométrie pratique, Metz an XII (1804), p. 28].

3876) Propriétés projectives %), (1= éd.) p. 89; (2° éd.) 1, p. 86.
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la voie la plus naturelle qui conduit & ce théordme, dans le plan,
est de le déduire par projection de la propriété plus générale des
triangles homologiques de l'espace; mais il reste encore & démontrer,
ce qui est d’ailleurs facile®™), que deux triangles homologiques dans
le plan peuvent toujours étre regardés comme projections de deux
triangles de méme natare placés dans des plans différents. Au reste,
cest F. Klein®®) qui a fait constater 'impossibilité d’une démons-
tration du théoreme de Desargues, lorsqu'on invoque seulement les
axiomes projectifs du plan.

Quant an théorme de Pascal, A. Schoenflies®™) a montré que,
contrairement & ce qui se passe pour le théoréme de Desargues, il nest
méme pas possible de le déduire, par voie de projection, d’une pro-
priété quelconque de la géométrie de L'espace.

Cette question de la possibilité de la démonstration des deux
théorémes de Desargues et de Pascal regoit naturellement une autre
réponse dés que l'on admet l'axiome de congruence, empruntant ainsi
a la géométrie métrique une notion étrangdre au domaine de la
géométrie projective. La démonstration du théoreme de Desargues
devient alors immédiate en choisissant pour axe d’homologie la droite
de l'infini. Quant au théortme de Pascal, sa démonstration devient
possible; et on en posséde deux, lune de F. Schur®?), Tautre de
D. Hilbert®).

377) F. Enriques, par exemple, en donne une démonstration dans ses Lezioni
di geom. proiettiva 39, (1% éd.) p. 50; ,trad. H. Fleischer, p. 42

378) Math. Ann. 6 (1878), p. 135; ,F. Klein ajoute: ,la géométrie de Staudt
n'est valable dang le plan que parce que ce plan et les droites qu'il contient
sont des ¢léments de Vespace.*

379) Jabresb. deutsch. Math.-Ver. 1 (1890/1), éd. 1892, p. 12; Schriften phys.
Skon. Ges. Konigsberg 44 (1903), Sitzgsb. p.4. Il y & leu naturellement de faire
exception pour le cas o, dans I'espace, on envisagerait une disposition particulidre
de points formant une confignration équivalente & celle du théoréme de Pascal.

380) Math. Ann. 51 (1899), p.401. F. Schur a recours & un hyperboloide de
révolution dont I'existence est une conséquence de Vaxiome de congruence, ot il
applique le théordme de Paseal ,a un hexagone dont les cdtés pairs sont placés
sar les génératrices d'un méme systéme de cette surface, les cotés impairs sur
les génératrices de Pautre systéme*, théordme déja démontré, dans ce cas parti-
culier, par G. P. Dandelin [Ann. math. pures appl. 15 (1824/5), p. 387; Corres-
pondance math. phys. (de A. Quetelet) 2 (1826), p. 10]. Ce méme théoréme, dans
le cas plus général d’un hyperboloide quelconque, avait 6té déji démontré égale-
ment par F. J. Servois [Ann. math. pures appl. 1 (1810/1), p. 332].

381) Grundlagen der Geometrie, (17 éd.) Leipzig 1899; (2 éd.) Leipsig 1908,
P- 28; (3° éd.) Leipzig 1909; D. Hilbert se sert aussi de I'axiome des paralléles.
H. Wicner [Jahresb, deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/3), éd. 1894, p. 72] avait fait
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C'est D. Hilbert qui a nettement établi le caractére d’axiome
qu’il faut attribuer & ces deux propositions lorsqu'on se limite au
domaine de la géométrie projective plane®®). Il a montré en outre
que tout antre théoreme de disposition, dans le plan, en est nécessaire-
ment une conséquence. D’ailleurs, la signification essentielle du théo-
réme de Desargues consiste en ce qu’il donne une condition non seule-
ment nécessaire, mais encore suffisante, que doit remplir une géométrie
projective plane dans laquelle les autres axiomes projectifs du plan sont
valables, pour que cette géométrie fasse partie d'une géométrie de
Tespace dans laquelle les axiomes projectifs soient également valables™®).

19. Les éléments imaginaires. Ce sont des applications d’abord
inconscientes, puis plus réfiéchies, du principe de continuité [n° 3] qui
ont introduit peu & peu dans le langage de la géométrie les ex-
pressions d’éléments et de figures imaginaires. Mais leur emploi ne
se faisait pas sans arriére-pensée, et laissait aux adeptes de la géo-
métrie une impression pénible; oJ. Steiner en arrive méme, en certaine
circonstance, & parler du ,spectre” des imaginaires. De i un besoin,
chez ceux qui avaient le souci de la rigueur dans leurs méthodes, de
mettre au clair cette question des imaginaires, et de préciser nette-
ment, autant que possible, les conditions légitimes de leur emploi.
Ce besoin devait recevoir satisfaction de diverses manieres.

Ce fut d’abord d'une maniére en quelque sorte extérieure au
monde des imaginaires, par ce fait que Von reconnaissait la nécessité,
dans tous les cas ol certains ¢léments d’une démonstration deviennent
imaginaires, de compléter celle-ci par une démonstration particuliére
n'opérant que dans le domaine réel®*). Cette conception eut pour
résultat d'attirer Pattention sur les questions de réalité des divers
éléments d'uve figure, et de faire qu'un probléme ne devait dtre con-

observer que I'on peut aussi établir cette proposition en ayant recours aux pro-
priétés des aires équivalentes.

$82) Grundlagen *%%), (2° €d.) p. 51, 70, 71, 77. 1l n’est pas question ici des
relations qui existent entre ces deux propositions et I'axiome d’Archiméde [voir
4 ce sujet, 111, 18].

883) Ceci suppose que l'on admet en outre 'axiome d'Euclide sur les
paralléles, Pour plus de détails, voir III 1, 18, 27.

384) H, Schréter [J. reine angew. Math. 77 (1874), p. 306] a par ex. discuté
ot résolu de nombreux problémes de ce genre; I'un des premiers concerne la
démonstration des propriétés, énoncées au n° 11, qui appartiennent & la trans-
formation corrélative du plan ou de l'espace, dans le cas oa la conique, ou
quadrique, directrice du systéme de polaires réciproques correspondant 2 cette
transformation serait imaginaire; voir J. Steiner, Synth. Geom.!"), (1™ éd.) p. 431
et suiv,; H. Schroter. Oberflichen zweiter Ordnung ™), p. 516.
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5idéré comme completement résolu que lorsqu'étaient élucidées toutes
les questions de réalité qu'il pouvait comporter. Nous avons dit, par
exemple, & propos des problemes simples signalés aux n 11 et 13,
quelles sont les questions de réalité qui sy présentent et quelles so-
lutions leur ont ét6 données. Bien d’autres problémes d’un caractére
tout aussi simple ont été également complétement discutés et résolus
dans le méme sens: c’est, par exemple, le cas de ceux qui concernent
un systtme de deux coniques, dont I'étude complete a été faite depuis
longtemps®©). Puis, dans le méme ordre d’idées, ont été développées,
sur divers problemes isolés, des recherches aussi importantes que diffi-
ciles, parmi lesquelles nous nous contenterons de signaler, en premitre
ligne, les travaux approfondis de R. Sturm™?) concernant le systéme
des vingt-sept droites d’une surface du troisiéme ordre et les questions-
de réalité relatives & la configuration formée par ces droites.

Dans upe seconde conception, on cherche & justifier le role des
imaginaires en donnant de chaque élément imaginaire une définition
géométrique qui ne repose que sur des éléments réels; le but & atteindre
est alors le suivant: chaque élément imaginaire doit, d'aprés sa dé-
finition, jouer le méme role que I'élément réel de mdme nom, de sorte
que la géométrie projective atteint ainsi le méme degré de généralité
que la géométrie analytique, ou encore que la géométrie ordinaire
dans laquelle on admet le principe de continuité®?).

386) En particulier, lo discussion du systéme de guatre points communs
a deux coniques, ou de leur quatre tangentes communes, a d'abord été faite par
J. V. Poncelet par une méthode mi-analytique, mi-géométrique [Propriétés projec-
tives 1%), (1*¢ éd.) p.191 et suiv.; (2° éd.) p. 185 et suiv.]; puis elle & été reprise,
par des procédés purement géométriques, par F. Seydewitz [Archiv Math. Phys.
(1) 6 (1844), p. 225]; tous deunx tatent que deux iques ont touj su
moins un syst®me de sécantes communes réelles.

Plus tard, les diverses questions de réalité relatives & un faisceau de coniques
furent 1'objet, de la part de divers aunteurs, de discussions plus approfondies.
Voir, principalement, J. Steiner |Synth. Geom.'"®), (1% éd.) p. 246, 262], K. G.
Chr. von Staudt {Geom. der Lage 1*%), p. 171], Chr. Paulus [Grundlinien der neueren
ebenen Geometrie, Stuttgard 1853], M. Chasles [Coniques '), p. 219, 228, 230],
LOl Servais [Le mat. pure appl. 2 (1902), p. 254].*

En ce qui concerne les questions 1
11T 22.

386) Synthetische Untersuchungen iiber Flichen dritter Otdnung, Lexpzlg 186'{

387) Nous ne parlons pas ici de diverses définitions d’é]
qui reposent plus ou moins sur des faits analytiques ou numériques. Telles sont,
en particulier, les définitions que donne M. Chasles des points, droites et cir-
conférences imaginaires [Géom. sup.??), (17 éd.) p. 66, 546; (2 éd.), p. b4, 502],
définitions purement snalytiques, malgré la forme géométrique sons laquslle elles
sont énoncées.

aux dri , ef.




100 A. Schoenflies. 1II 8, Géométrie projective. A. Tresse.

Les premiers essais tentés dans cet ordre d’idées sont de J. V.
Poncelet®®). 11 donne d’abord la définition générale d'une corde d’une
conique, considérée comme déterminée par la courbe et une sécante
queleonque; et cette définition s’applique & tous les cas, que la sécante
rencontre la conique ou ne la rencontre pas, la corde étant dite ,idéale”
dans le second cas. Il suffit, pour cela, de caractériser une corde par
deux éléments qui ne cessent jamais d’exister: le premier, milieu de
la corde lorsque celle-ci est réelle, est le point d’intersection de la
sécante avee son diamétre conjugué; le second est une grandeur bien
définie, égale au carré de la demi-corde lorsque celle-ci est réelle,
susceptible néanmoins d’avoir une représentation géomsétrique réelle
dans le cas contraire®¥)*

oJ. V. Poncelet se pose alors le probleme de la recherche des cordes
idéales communes & deux coniques qui ne se rencontrent pas; cette
recherche est celle des cordes pour lesquelles les deux éléments précé-
demment définis sont les mémes relativement aux deux coniques. J. V.
Poncelet arrive a établir qu'il y a toujours au moins une corde idéale
commune; mais sa solution, qui repose sur la variation continue d'une
grandeur géométrique, a donc plutdt un caractére analytique®®).

388) Propriétés projectives %), (1™ éd.) p. 32; (2° éd.) 1, p. 31.

889) ,J. V. Poncelet [Propriétés projectives ®), (17 éd.) p. 28; (2° éd.) p. 28]
définit cette grandeur en remarquant que, si O désigne le milieu d'une corde
réelle MN, 4 et B les extrémités de son diamétre conjugué, le rapport

_ on*
*= 0408

garde une valeur constante pour toutes les cordes paralleles 3 MXN, de sorte
que, inversement, & toute corde, réelle ou idéale, paralléle & M N, de milieu O,
correspond la grandeur ¢ - O 4. O’ B, positive ou négative. J. V. Poncelet repré-
sente en outre cette grandeur, pour ume corde idéale de milieu ¢, en plagant
sur cette corde les points M’, N’ pour lesquels O = ON'® est égal & cette
grandeur changée de signe; il constate que, quand la corde se déplace paralle-
lement & elle-méme, les points M’, N’ décrivent une conique qu'il appelle supplé-
mentaire de la premiére par rapport & la direction envisagée.*

390) Cette solution consiste & envisager d'abord les sécantes qui donnent
dans les deux coniques des cordes, réelles ou idéales, ayant le méme milieu.
Puis, faisant varier ce point milien sur son lien géométrique, J. V. Poncelet cons-
tate, par des raisons de continuité, que les grandeurs correspondantes aux cordes
des denx coniques issues de ce point milien doivent nécessairement devenir égales
pour une position au moins de ce point [Propriétés projectives %), (1% éd.) p. 32/3;
(2° éd.) 1, p. 81/2].

La corde idéale commune apparait alors comme étant aussi une corde réelle
commune & deux hyperboles, coniques supplémentaires des deux premidres: ce
fait avait ét6 déja constaté par L. N. M. Carnot, Corrélation figures géom.®),
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Dans les recherches de J. V. Poncelet, se manifeste cette préoccu-
pation trés juste de ne caractériser les éléments d'une question que
par des propriétés essentiellement réelles et indépendantes des diverses
positions ou formes de la figure; mais dans les seules applications qu'il
en fait, cette idée ne prend d’autre forme que celle d'un artifice in-
génieux utilisé dans les circonstances ot les imaginaires n'interviennent
qua titre d’intermédiaires, le point de départ et le but étant toujours
constitués avec des éléments réels. Il n’y est pas encore question
d’étudier les imaginaires en eux-mémes, de les envisager comme des
étres géométriques ayant une individualité particulidre, objets, tout
comme les étres réels, d’opérations géométriques bien déterminées.
Cette conception apparait avec netteté, sous une forme purement géo-
métrique, dans les recherches de K. G. Chr. vorn Staudt que nous ex-
poserons tout & Fheure, et sous une forme ayant une origine ana-
lytique, dans celles de E. N. Laguerre™

JPour ce dernier, suivant sa propre expression®'), «cest I'analyse
qui fournit immédiatement les notioms sur lesquelles repose I'emploi
des imaginaires et leur donne leur entiére légitimation, le role de la
géométrie étant ensuite de les développer, d'en poursuivre les consé-
quences par les moyens et avec les ressources qui lui sont propress.

Développant cette idée, E. N. Laguerre®?) regarde un point ima-
ginaire 4 comme reptésenté, dans le plan, par un vecteur PP’ dont
les extrémités sont les points réels situés respectivement sur les deux
droites isotropes issues de A, de sorte qu'un vecteur queleconque
représente toujours ur point imaginaire et un seul, que les deux
vecteurs PP’ ot P’P représentent deux points imaginaires conjugués,
qu'un vecteur nul représente le point réel confondu avec ce vectenr.
E. N. Laguerre insiste sur ce fait que cette représentation, malgré son
p. 76. En particulier, J. V. Poncelet [Propriétés projectives!®), (1= éd.) p. 47;
(2° 6d.) 1, p.46] déduit de 13 que la corde idéale de deux ellipses semblables et
semblablement placées est la droite de l'infini, car cette droite est également la
sécante commune des deux hyperboles correspondantes. Dans la suite, M. Chasles
{J. math. pures appl. (1) 3 (1838), p. 385] opére d’une maniére analogue; il définit
une sécante commune A deux coniques, qu'il appelle axe de symptose de ces
deux courbes, ,comme étant un liew de points tels qu’en menant de chacun d'eux
des tangentes aux deux courbes, les droites joignant les points de contact passent
par deux points fixes (généralisation de la iét¢ de l'axe radical de denx
circonférences).* Voir aussi G. von Escherich [Archiv Math. Phys. (1) 60 (1877),
p- 22] et Chr. Wiener [Z. Math. Phys. 12 (1867), p. 376] ,qui étendent ces notions
aux quadriques.*

891) ,Nouv. Ann. math. (2) 9 (1870), p. 241; (Buvres 2, Paris 1905, p. 98.*

392) Nouv. Ann. math, (2) 9 (1870), p 163, 241; (Buvres 2, Paris 1905,
p. 88, 98.*




102 A. Schoenflies. I 8. G trie projective. A. Tresse.

origine analytique, est indépendante du systéme d'axes de coordonnées,
que les vecteurs représentatifs des points imaginaires d'une courbe
géométriquement définie sont done susceptibles & leur tour d'étre géo-
métriquement définis; il en donne des exemples en étudiant particu-
ligrement la droite, la circonférence et l'ellipse.

Dans 'espace, E. N. Laguerre®®) fait correspondre un point imagi-
naire 4 & un cercle parcouru dans un sens déterminé, ce cercle étant
le cercle réel situé sur le cone isotrope de sommet A. Le méme
cercle, parcoura en sens contraire, correspond au point imaginaire
conjugué. E. N. Laguerre étudie principalement les cercles qui corres-
pondent aux points imaginaires d'upe biquadratique gauche sphérique,
et rattache leurs propriétés a celles de surfaces anallagmatiques du
quatridme ordre®)*

La théorie de K. G. Chr. von Staudt®®), contrairement i la précé-
dente, n'emprunte rien & Y'analyse et reste uniq t dans le domai
de la géométrie projective. Dans la définition fondamentale qu’il donne
d’un point imaginaire, K. G. Chr. von Staudt reprend une idée déjp ex-
primée par Chr. Paulus®®), d’apres laquelle un tel point est représenté
par une involution elliptique enfre éléments réels, c'est-d-dire une in-
volution od deux couples queleconques de points homologues chevauchent

393) ,Bull. Soc. philom. Paris (6) 7 (1870), p. 98; 'Institat [Journal uni-
versel dos sciences et des sociétés savantes] (1) 38 (1870), p. 135; Nouv. Ann.
math. (2) 11 (1872), p. 14, 108, 241; Euvres 2, Paris 1905, p. 109, 238.%

394) Signalons quelques autres représentations géométriques des imagi-
naires, lesquelles ne font d'ailleurs qu'interpréter leurs définitions analytiques;
les plus importantes, sur lesquelles nous revenons plus loin (note 398), sont dues
3 G. Tarry et A. Mouchot.

396) Voir K. G. Chr. von Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage, fagc. 1,
Nuremberg 1856; fasc. 2, Nuremberg 1857; fasc. 3, Nuremberg 1860. On trouve
une exposition complete de la théorie des imaginaires de K. G. Chr. von Staudt
dans H. Pfaff, Neuere Geometrie, Erlangen 1867. Une exposition analytique de
la méme théorie est faite par C. Stephanos, Bull. sc. math. (2) 7 (1883), p. 204.
D'un autre coté, O. Siolz [Math. Ann. 4 (1871), p. 416] montre comment les
méthodes analytiques peuvent conduire & une définition des imaginaires indépen-
dante du systtme de coordonnées choisi, et conforme 3 la théorie de K. G. Chr.
von Staudt; voir aussi 0. Tognoli, Giorn. mat. (1) 31 (1893), p. 137,

A. Ramorino [Giorn. mat. (2) 4 (1897), p. 242; (2) 5 (1898), p. 317] fait une
étude historique des diverses théories des imaginaires,

396) Grundlinien der neueren ebenen Geometrie **%), Stuttgard 1853.

Chr. Paulus [Archiv Math. Phys. (1) 21 (1853), p. 175; (1) 22 (1854), p. 121]
avait aussi donné une autre interprétation des imaginaires 3 l'aide d'une in-
volution. Tl faisait intervenir alors une involution elliptique, et -le couple de
points b logues de dist ini. de cette involution, couple auquel cor-
respond, dans l'involution hyperbolique, le systéme des deux points doubles.
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les uns sur les autres. Mais, et c’est la ce qu'il y a d’original dans
la pensée de K. G. Chr.von Staudt et ce qui lui permet de dommer
ensuite 3 la théorie son entier développement, il y ajoute une notion
nouvelle, celle du sens, laquelle lui permet d’établir une distinction
entre les deux points imaginaires conjugués constitués par les deux
points doubles de I'involution; envisageant une involution sur une
droite comme définie par les homologues A’ et B’ de deux points
déterminés 4 et B de la droite, il observe que les deux sens de
parcours que 'on peut choisir sur la droite correspondent l'un i l'ordre
ABA’, l'antre & Vordre AA'B, et il convient de faire correspondre
les denx points doubles imaginaires de I'involution & ces deux sens
différents®7). Ainsi, un point imaginaire est défini par une involution
elliptique sur une droite réelle et un sens de parcours sur cette droite;
un tel peint est dome toujours sur une droite réelle; le méme point
peut enfin étre représenté d’unme infinité de maniéres par deux couples
de points homologues d'une méme involution™s).

D’une manitre analogue, un plan imaginaire est défini par une
involution elliptique dans un faisceau de plans réels et par un sens
de rotation autour de l'axe de ce faisceau; un plan imaginaire passe
done toujours par une droite réelle.

Quant aux droites imaginaires, il y en a deux especes différentes.

397) R. Sturm [Math, Ann. 9 (1876), p. 341] a recours a la série linéaire de
points formée, non plus par les points d'une droite, mais par ceux d'une conique.
Comme toute involution entre les points d’une conique est completement définie
par son centre, et que ce centre, dans le cas de linvolution elliptique, est
placé & lintérieur de la conique, lo procédé se ramene 3 celui qui consiste &
représenter le systéme des nombres complexes par la surface & deux feuillets
qui recouvre la partie du plan intérienre 3 la conique.

398) En particulier, CL Servais [Mém. couronnés et autres mém. Acad.
Belgique in 8° 49 (1896), mém. n° 3, p. 4 (1892/8]] choisit les deux couples 4 A"
ot BB’ de points homologues de I'involution de fagon que la division ABA'B’
80it harmonique; il forme ainsi ce qu’il appelle un groupe représentatif harmo-
nique d’un point imaginaire.

En particularisant davantage ce mode de représentation ,Cl. Servais choisit
le point B’ & Vinfini, et retrouve divers modes déja connus de représentation
des imaginaires; on peut définir ainsi les deux points imaginaires conjugués,
soit par le systtme des deux points A et A’, I'un correspondant au sens 4.4
Vautre au sens A4’A: c'est la méthode de A. Mouchot [Nouvelles bases de la
gbométrie supérieure, Paris 1892]; on peut aussi les représenter respectivement
par les vecteurs BA et BA': c'est la méthode de G. Tarry [Assoc. fr. avanc.
sc. 18 (Paris) 1889%, p. 60]; enfin, en menant par B les denx vecteurs BC et
B’ perpendiculaires 4 la droite et de longueurs égales & AB, on retrouve la
méthode de E. N. Laguerre* Cl. Servais rattache ainsi les deux théories de
K. @. Chr.von Staudt et de E. N. Laguerre.
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Une droite imaginaire de premiére espice correspond & une involution
elliptique dans un faisceau de rayons, et & un sens de rotation dans
le plan de ce faisceau; elle passe par un point réel et se place dans
un plan réel®?). Une droite imaginaire de seconde espéce correspond
# une involution elliptique entre génératrices réelles d’'un méme systeme
d’'une quadrique: elle ne contient aucun point réel et ne se place dans
aucun plan réel. La méme droite peut &tre définie de la méme manitre
avec une infinité de quadriques. C'est pour cette raison que F. August
définit une telle droite par un sutre procédé‘®): il envisage soit
comme lintersection de deux plans imaginaires, soit comme droite
menée par deux points imaginaires, de sorte que la configuration
réelle qui sert de support i une telle droite est une congruence
lindaire ayant pour directrices cette droite et la droite imaginaire
conjuguée.

Ces définitions ainsi posées, le premier fait essentiel établi par
K. G. Chr. von Staudt consiste dans la possibilité d’appliquer aux élé-
menty imaginaires les axiomes projectifs fondamentaux et, plus par-
ticulidrement, ceux qui concernent les alignements de points ou les
intersections de droites. K. G. Chr. von Staudt démontre avec soin que
deux points ou deux plans déterminent une droite, que deux droites
d'un méme plan se coupent en un point, et que deux droites issues
dun méme point déterminent un plan. ‘On peut alors étendre aux
imaginaires les méthodes de projection employées avec les éléments
réels. Puis la propriété fondamentale du quadrilatire _comple't, pro-
priété d'une importance capitale dans cette théorie [n° 17], subsiste
encore et permet ainsi d'étendre la notion de division harmonique
au domaine des imaginaires. Enfin le couronnement de I'édifice con-
siste dans la démonstration de ce fait que les notions d'ordre et de
sens g'appliquent encore & ce monde nouveau; il suffit pour cela d’envi-
sager ce que K. G. Chr. von Staudt appelle un jet [ Wurf], cest-i-dire
un systtme de quatre éléments imaginaires quelconques appartenant
4 une méme série linéaire. Dans ce but, K. G. Chr. von Staudt opere
de la fagon suivante.

399) En particulier, linvolution formée par les droites rectangulaires d'un
plan, issues d'un point de ce plan, définit les droites imaginaires qui joignent
ce point aux ombilics du méme plan, droites appelées ,par E. N. Laguerre [Nouv.
Ann. math, (2) 9 (1870), p. 166; (Euvres 2, Paris 1905, p. 90]* droites isotropes
(ou encore droites minima). K. G. Chr. von Staudt [Beitriige **) 1, p. 126] con-
state déja que ch d'elles est perpendiculaire sur elle-méme.

400) Progr. Berlin 1872. Ce procédé est mussi employé par J. Leiroth,
qui donne ume exposition nouvelle de la théorie des imaginaires de K. G. Chr.
von Staudt, Math. Ann 8 (1875), p 145,
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Considérons, par exemple, quatre points imaginaires P, @, R, S
appartenant & une droite de seconde espece, et soient p,g,7,s les
droites réelles passant respectivement par chacun d'eux. Un premier
cas & 6tudier est celui od ces guatre droites réelles appartiennent &
un méme systtme de génératrices d'une quadrique; les quatre points
forment alors ce que lon appelle un jet neutre [n° 21], et l'en-
semble de tous les points S qui, appartenant 3 une méme droite
imaginaire, forment des jets neutres avec trois points quelconques P,
Q, R de la méme droite, constitue une chaine [Kette]*""). Dans ce
premier cas, létude et la définition de l'ordre se rameénent immé-
diatement, par lintermédiaire des génératrices d'une quadrique, aux
notions snalogues daus le domaine réel. Ce cas comprend en parti-
culier celui des éléments harmoniques, et Von retrouve encore toutes
les propriétés des léments harmoniques réels, et principalement celle-
¢i, que quatre éléments harmoniques se divisent en deux couples qui
chevanchent 'un sur Pautre.

Dans le cas général o les quatre droites réelles p, ¢, 7, s n'appar-
tiennent plus & une méme guadrique, on envisage d’abord une repré-
sentation du point § sur la droite s & l'aide d’une involution définie
par deux couples (E, E), (F, F') et d'un sens EFE’; puis, les trois
droites p, ¢, » étant génératrices d'un méme systéme d’une quadrique,
on fait correspondre chaque génératrice de ce systdme au plan mené
par cefte génératrice et unme génératrice fixe a de l'autre systeme;
chacun de ces plans correspond & son tour & son point d'intersection
avec la droite s. Dans ces conditions, un sens choisi sur la droite s,
le sens EFE’ en particulier, correspond & un sens de rotation autour
de l'axe @ et & un sens dans le systéme de génératrices de la qua-
drique, eelui-ei étant lun des deux sems pgr ou prg. On dit que S
est placé dans le sens PQR dans le premier cas, et dans le sens
PRQ dans le second*®®).

401) Beitriige®®®) 2, p.137. ,Analytiquement, un jet neutre est formé de
quatre éléments ayant un rapport anharmonique réel; une chaine est formée de
l'ensemble des éléments qui agsociés & trois éléments donnés ont des rapports
anharmoniques réels.*

402) 1L y a lieu de démontrer, ce que fait K. G. Chr. von Staudt [Beitrige**?)
1, p. 84] que ce résultat est indépendant du choix de la droite @. D’ailleurs, le
sens défini plus haut ne dépend uniquement que de la région dans laquelle se
place la droite s par rapport au systeme de génératrices de la quadrique; cette
droite s ne coupe la quadrique en sucun point réel car elle rencontre la droite
imaginaire qui contient les quatre points P, @, R, S et celle-ci appartient elle-
wéme & la quadrique. Cf. J. Ltiroth, Math. Anp. 8 (1875), p. 163.
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Partant de ces définitions, on démontre alors que, dans une cor-
respondance projective réelle, un jet neutre correspond toujours & un
sutre jet neutre, en particulier qu'un jet neutre harmonique correspond
4 un autre jet neutre harmonique, enfin que deux jets homologues
non neutres sont toujours de méme gens. De 1a résulte la possibilité %)
de définir alors la correspondance projective la plus générale comme
une correspondance biuniforme dans laquelle un jet neutre correspond
& un autre jet neutre, et un jet non neutre & un autre jet non neutre
de méme sensi®),

De 1a on passe ensuite a la définition d'une correspondance homo-
graphique ou d'une correspondance réciproque entre deux plans ou
entre deux espaces.

Notons, parmi les résultats les plus importants auxquels conduit
cette théorie, ce fait que K. G. Chr.von Staudt arrive & définir une
conique ou quadrique imaginaire, qu’il envisage comme courbe ou
surface directrice d'un systéme de figures polaires réciproques réelles,
autrement dit, comme le lieu des points réels ou imaginaires qui sont
placés sur leur droite ou plan polaire; il montre en outre que les
propriétés projectives des coniques ou quadriques réelles s'étendent
encore au domaine des imaginaires%s).

K. G. Chr. von Staudé applique en outre ces notions & une série
de propositions et problé dont les dé trations ou solutions
nécessitent, en certaines de leurs parties, le recours & des éléments ima-

+Analytiquement, le sens d’'un jet non neutre correspond au signe du coeffi-
cient de 4, dans I'expression de son rapport anharmonique.®

403) Ceci est conforme au principe dit de la permanence de lois formelles
de H. Hunkel 11, 11].
404) Beitriage®®) 2, p. 142. Dans une pareille correspondance, un jet har-

ique formé d’él ts imaginai spond égal t & un jet b i
8i I'on définissait seulement la correspondance par cette condition qu'un jet
harmonique corresponde 4 un antre jet harmonmique, il pourrait arriver que
deux séries linéaires d'éléments, superposées et projectives, aient en commun
tous leurs éléments réels, mais que leurs éléments i inaires s'éch t entre
eux. Cest la raison pour laquelle K. G. Chr. von Staudt [Beitriige 8% 2, p. 147]
impose & la correspondance la condition relative au sens; par le fait, il exclut

ainsi les pond que nous étudi au n° 20 sous le nom d'antipro-
jectivités.
405) L'application de ces notions & l'étude de la getbe conduit K. G. Chr.

von Staudt [Beitxiige ®*%) 1, p. 128] & que le mot orth ! a la méme
signification que celui de conjugué par rapport & Iombilicale, et que deux
gerbes supplémentaires ne sont autre chose que deux gerbes polaires récipro-
ques par rapport au cone isotrope. Cf. M. Chasles, J. math. pures appl. (2) &
(1860), p. 245.

19, Les éléments imaginaires. 107

ginaires. Il ne 'agit plus alors que de présenter ces démonstrations
ou golutions sous une forme absolument générale. L'exemple de K. G.
Chr. von Staudt devait ensuite provoquer de nombreuses recherches du
méme genre‘®). Citons seulement les plus importantes.

R. Staudigl*™) donne une solution compléte du probleme de la
construction d'une conique définie par cing points ou tangentes, dans
les cas ou deux ou quatre de ces données deviennent imaginaires.
F. Hofmann*®) étudie avec beaucoup de développements le systéme
de deux comiques bitangentes et les constructi qui 8’y rapportent.
K. Bobek*™) traite les questicns analogues concernsnt les quadriques, et
plus particulirement la construction du huitidme point d'intersection
de trois quadriques passant par sept points donnés lorsque six de
ces derniers sont imaginaires; il étudie également la quartique gauche
de premitre espce définie par huit points imaginaires. C. Hossfeld 1)
donne la construction d'une quadrique définie par neuf points dont
huit sont imaginaires et d'une cubique gauche définie par six points
imaginaires. CL Servais*'") fait une discussion approfondie des cubiques
gauches. Chr. Beyel*?) étudie les figures planes homologiques, dans

406) A. del Re [Giorn. mat. (1) 28 (1890), p. 257] envisage le théoréme sur
'involution des points d'int tion d'une transversale avec les cOtés d’un qua-
drangle complet.

407) Sitzgsb. Akad, Wien 6111 (1870), p. 607. Certains cas particuliers de
ce probleme avaient &té déja traités par F. Seydewits [Archiv Math, Phys. (1)
5 (1844), p. 331] et Chr. Paulus [Grundlinien der neueren ebenen Geometrie 388)
Stuttgard 18563, § 118; Archiv Math. Phys. (1) 22 (1854), p. 121]. Voir & ce sujet
M. Chasles, Coniques'®), p. 226; J. Ph. E. de Faugue de Jomguidres, J. math.
pures appl. (2) 4 (1859), p. 82, 88; C. Hossfeld, Diss. Iéna 1882; R. Béger, Diss.
Leipzig 1886; V. Retali, Memorie Ist. Bologna (4) 7 (1885/6), p. 601; (4) 9
(1887/8), p. 269; F' Spath, Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 237; F. Ruth, id. 8
(1892), p. 81; K. Schober, Konstruction von einem Kegelschuitte aus imaginiren
Elementen, Innsbruck 1892; F. Machovec, Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 95;
J. Thomae, Z. Math. Phye. 88 (1893), p. 381; 89 (1894), p. 63; R. Biger, Mitt.
math. Ges. Hamburg 3 (1891/1900), p. 352 [1898].

408) Die Konstructionen doppelt beriihrender Kegelschnitte mit imagindren
Bestimmungsstiicken, Leipzig 1886.

409) Bitzgsb. bshm. Ges. Prag 1882, p. 65,

410) Z. Math. Phys, 33 (1888), p. 111, 187.

411) Sur les imaginaires en géométrie [Mém. couronnés et nutres mém.
Acad. Belgique in 8°, 49 (1896), mém. n° 3]; Sur le systdme focal [id. b2
{1894/6), mém. n° 2]; La projectivité imaginaire [id. 62 (1894/6), mém. n° 3].
Ces mémoires contiennent, ainsi qu’il est dit note 398, une exposition nouvelle
de la théorie de K. G. Chr. von Staudt, avec des applications & Ia théorie des
coniques.

412) Viertelj. Naturf. Ges. Ziirich 81 (1886), p. 20.
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le cas ou le centre, l'axe et le rapport anharmonique caractéristique
[n° 13] de I'homologie deviennent imaginaires.

La théorie de K. G. Chr. von Staudt a été, 3 diverses reprises,
modifiée dans des termes qui n’altdrent pas ses points essentiels.
F. Klein*1%) a montré le premier que, pour définir un point imaginaire,
on peut remplacer une involution elliptique par toute projectivité
cyclique [n° 14] ayant les mémes points doubles (imaginaires); cette
idée devait &tre ensuite reprise et développée par J. Liiroth*'%). La pro-
jectivité cyclique la plus simple qui convienne est celle du troisidme
ordre, car, d’une part, elle est définie par un groupe cyclique de trois
points 4, B, C, et, d'autre part, ce qui n’est pas lorsqu'on est dans
le cas de linvolution, ce groupe cyclique permet d'établir la distinction
entre les deux points imaginaires conjugués que L'on fait correspondre,
Tun au sens ABC, lautre au sens CBA),

La méme idée a été reprise sous une forme encore plus générale,
dans les travaux de H.Wieneri'®) et de F. Amodeo*'™). Le premier
part de cette remarque que si P est une transformation homo-
graphique ayant deux points doubles réels 3 et N, les transformations
P, P2, P% ... font correspondre 4 un méme point 4 une suite de
points A4, 4,, Ag, ... formant un groupe cyclique et tendant vers
un point limite qui est Y'un des points doubles M et N, tandis que
les transformations P-1, P—% P-3 ... font correspondre au méme
point A la suite des points 4_,, 4 4, A_,,..., qui a pour point
limite l'autre point double. Les suites de points ayant pour origines
deux points différents 4 et B sont en outre en relation projective
[n° 23). Dans ces conditions, on peut, dans le cas d’une transformation
homographique & points doubles imaginaires, employer les deux suites
analogues pour définir ces points imaginaires: 'in d’eux correspondant
& la suite 4, 4,, 4, ..., I'autre & la suite 4, 4_,, A_,,...; la notion
de sens fait place ici & celle de transformations inverses P ot P-1.

I Amodeo envisage, en méme temps que la transformation homo-
graphique P, le faisceau des transformations homographiques [n°® 22]
avec lesquelles elle est dchangeable: celles-ci admettent les mémes
points doubles et par suite peavent aussi dtre utilisées, tout comme
la premidre, pour définir ces points doubles. Ce faisceau comprend
en particulier une involution et une seule et une infinité de trans-

413) Nachr. Ges. Gott. 1872, p. 875; réimpr. Math. Ann. 22 (1883), p. 242.

414) Math, Ann. 11 (1877), p. 84.

415) Pour plus de détails, cf. III 3, 15.

416) Habilitationsschrift, Halle 1885.

417) Giorn. mat. (1) 26 (1888), p. 363.
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formations cycliques. Si I'on emploie la premiére, on retrouve, comme
cas particulier, le mode de définition de K. G. Chr. von Staudt; si
T'on emploie l'une de ces secondes, on retrouve celui de F. Klein et
J. Liiroth.

Une autre modification dans les principes fondamentaux de cette
théorie des imaginaires est due 3 C. Segre*®), lequel prend comme
point de départ la définition du couple de points imaginaires et non
plus celle du point seulement, définition qui suffit dans un grand
nombre de questions et, par exemple, dans toutes celles ou il n’y a
aucune nécessité de séparer deux points imaginaires conjugués. On
sait que chaque couple de points réels peut tre défini par une in-
volution dont ils sont les points doubles; il en sera de méme pour
un couple de points imaginaires, et alors, il y a avantage & considérer
cette involution comme étant I'involution associée [n° 22] & toutes les
projectivités P ayant les mémes éléments doubles, autrement dit & un
faigceau de projectivités. Cette idée apparait comme simple et féconde
par ce fait qu'elle permet d’employer les opérations sur les projec-
tivités. On peut de méme, dans l'espace, définir un couple de droites
imaginaires conjuguées de seconde espéce par une homologie involutive
gauche appartenant 3 un faisceau d’homologies gauches.

20. Antiprojectivité ou symétralité. On doit & C. Juel*'®) et
C. Segre*®) une extension féconde de la théorie des imaginaires de
K. G. Chr. von Staudt: elle répond & un cas dont ce dernier avait
laissé systématiquement I'étude de coté. Dans la définition qu'il donne
d'une correspondance projective, il simpose en effet dans le domaine
des imaginaires la condition*®) que deux jets homologues non neutres
soient de méme sems. Or on peut envisager des correspondances
projectives ne satisfaisant plus 4 cette condition de sens, toutes les
autres conditions relatives aux jets neutres restant toujours remplies;
on en a un exemple simple avec deux ponctuelles superposées dont
tous les éléments réels sont & eux-mémes leurs homologues, alors que
deux éléments imaginaires conjugués se correspondent entre eux**).
D'une fagon générale, une correspondance de cette nature entre denx
séries linéaires d’'éléments peut étre définie analytiquement, en partant
d'une relation bilinéaire entre deux variables = et y convenablement

418) Memorie Accad. Torino (2) 38 (1888), p. 3/24 [1886].

419) Diss. Copenhague 1885; Acta math. 14 (1890/1), p. 1.

420) Atti Accad. Torino 25 (1889/90), p. 276, 430; 26 (1890/1), p. 35; Math.
Ann. 40 (1892), p. 413.

421) Voir note 404,
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choisies, et en faisant correspondre I'élément représenté par la variable
z & l'élément représenté par Vimaginaire conjuguée de y; de sorte
que, en particulier, les rapports anharmoniques de quatre éléments,
deux & deux homologues, sont non plus égaux, mais imaginaires con-
jugués*®?). Cette correspondance est appelée symetralite (Symmetralitit)
par C. Juel et antiprojectivité (Antiprojectivitdt) par C. Segre.

C. Juel établit Vexistence d'une symétralité de la fagon suivante.
On observe d'abord que, étant donnée une droite imaginaire de seconde
espece d, les droites réelles, supports des points de d, forment la
méme congruence linéaire que les droites réelles, supports des plans
menés par d. Cela étant, si on envisage deux droites imaginaires de
seconde espice, d et d’, comme placées dans deux espaces différents
X et X', on peut établir entre ces deux esp une corresp
homographique et une correspondance corrélative telles que, dans
chacune d'elles, trois droites de la premidre congruence correspondent
& trois droites de la seconde. Cette correspondance définit alors une
relation entre les points des deux droites d et d". Dans le premier
cas, celui d’'une correspondance homographique entre = et X', on a
une correspondance projective proprement dite entre les droites d et
d'; dans le second cas, celui d’'une correspondance corrélative, on obtient
une syméralité.

C. Segre aboutit & une antiprojectivité en partant de la définition
fondamentale de K. G. Chr. von Staudt [n° 16], et en n'acceptant pas
la restriction imposée par la condition de sens. En suivant alors le
mode de démonstration de G. Darbouz [n° 16], il obtient ainsi, dans
le domaine des imaginaires, deux formes différentes de correspondance
gatisfaisant toutes deux au théoréme fondamental; les premitres donnent
la correspondance homographique et les autres Lantiprojectivite; elles
sont les unes aux autres dans le méme rapport que le déplacement
d'une figure invariable dans l'espace et la symétrie par rapport & un
point; le produit A, A, de deux antiprojectivités A, et A; [n° 23] est
donc une homographie. Une antiprojectivité A est encore définie par
trois couples de points homologues; elle admet, dans le cas général,
deux points remarquables M ot N qui, suivant les cas, sont des points
doubles ou s'échangent dans la correspondance?®).

Cette théorie s'étend immédiatement au plan et & Vespace, dans

422) Voir & ce sujet la représentation analytique de G.Sforza, Giorn. mat.
(1) 80 (1892), p. 159.

428) Si 4 et A’ sont deux points homolognes quelconques, le rapport an-
harmonique (M NA.A4") a sa valeur absolue invariable dane le premier cas, et son
argument invariable dans le second,
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lesquels apparaissent deux transformations nouvelles, les anticollineations
et les anticorrélations (ou antiréciprocités). Avec les transformations
homographiques ou corrélatives, elles constituent encore les seules
correspondances biuniformes et continues dans lesquelles des éléments
unis correspondent & des éléments unis. Une anticollination plane
A est completement définie par quatre couples de points homologues;
dans le cas général, ses éléments remarquables, éléments doubles ou
éléments se permutant entre eux, forment un triangle; ce cas général
se subdivise en deux autres: dans le premier, les seuls éléments doubles
sont les sommets et cotés de ce triangle; dans le second cas, un
sommet de ce triangle et le coté qui lui est opposé sont les seuls
Sléments doubles, les deux autres sommets et les deux autres cotés
s’échangeant entre eux dans la transformation.

Parmi les formes particuliéres que peut affecter une antiprojectivité,
la plus importante est constituée par une antiinvolution; on en trouve
un exemple remarquable dans le cas déja signalé d'une droite réelle
dont tous les points réels restent invariables alors que chaque point
imaginaire s'échange avec le point imaginaire conjugué. Cet exemple
ne représente pas cependant le type général de lantiinvolution sur
une droite, car dans une tramsformation de cette nature il n’existe en
#énéral aucun point double et, s'il y en a un, il en existe une infinité,
auquel cas tous ces points doubles forment une chaine au sens de
K. G. Chr. von Staudt [n° 19].

Dans le plan, une antiinvolution admet toujours des points doubles,
en nombre infini, formant unme multiplicité & deux dimensions, et
constituant dome, dans le plan, unme généralisation naturelle de la
notion de chaine: C.Juel la désigne sous le nom de chaine d deux
dimensions et C. Segre sous celui de chaine plane.

En passant & V'espace, on retrouve des antiinvolutions n'admettant
aucun point double; clest le cas général, et toute autre antiinvolution
en admet une triple infinité formant une chaine dans Uespace.

Une chaine est complétement définie, sur une droite par trois
points, dans le plan par quatre points, dans l'espace par cing points;
elle peut atre construite, en partant de ces éléments, 3 Laide des
méthodes suivies dans les transformations homographiques réelles et
1 t par la méthode des réseaux de Mobius*™).

prinei
p P

424) C. Juel appelle droite adjointe & une chaine plane une droite ayant en
commun avec celle-ci une chaine linéaire, et montre que I'on peut aussi définir
une chaine & l'aide de droites adjointes, une chaine plane pouvant par exemple
stre définie par trois points et une droite adjointe.
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On peut encore définir également les chaines & l'aide de faisceaux,
gerbes, etc., placés en ce que T'on appelle relation antiperspective-

Les chaines constituent enfin les types les plus simples de mul-
tiplicités & une, & deux om i trois dimensions gue l'on puisse séparer
dans les multiplicités & deux, & quatre ou & six dimensions constituées
par l'ensemble des éléments imaginaires de la droite, du plan ou de
Iespace; pour cette raison, C. Segre les désigne aussi sous le nom de
multiplicités hyperalgébriques. [Sur ce point, et sur la signification
de ces diverses notions, cf. ITI 3, 15 et suiv.].

Signalons, en dernier lien, que les anticorrélations possddent des
propriétés analogues aux transformations corrdlatives réelles, mais
qu'elles en different aussi sur un ecertain nombre de points essentiels.

21. Le caleul des jets. Une fois établie, avec la théorie de K. G-
Chr. von Staud!, Iidentité de ces deux domaines, celui de la géométrie
projective et celui de la géométrie analytique, il y a lieu de montrer
que la notion de coordonndes, qui se trouve i la base de toutes les
considérations et de tous les calculs de la géométrie analytique, peut
aussi se définir par des considérations de géométrie pure, indépen-
dantes toujours des axiomes métriques, puis, en restant dans le méme
ordre d'idées, d’établir les lois du ealeul de ces coordomnées. Clest
14 encore un probleme capital que J. V. Poncelet avait abordé, dont il
avait donné une solution approchée avee son principe de continuité,
et dont K. G. Chr. von Staudt devait enfin déconvrir la solution naturelle
et définitive.

Les éléments essentiels de cette solution consistent dans le rap-
prochement de ces deux considérations que, d'une part, la notion de
mesure, dans la géométrie métrique de la droite, peut se ramener a
celle de rapport anharmonique, et que, d’autre part, la détermination
des coordonnées d’un point, en géométrie analytique, ne repose le
plus souvent que sur des notions et des constructions tout 3 fait in-
dépendantes de la géométrie métrique. Partant de 13, le premier point
4 réaliser était done de donmer du rapport anharmonique une défi-
nition indépendante de toute idée de mesure; aprés quoi, il y avait
a établir que cet €lément se préte aux régles ordinaires de calcul.

K. G. Chr. von Staudt résout cette premiere partie du probléme en
envisageant & priori comme un élément des opérations de la géo-
métrie le systtme de quatre points en ligne droite, élément qu'il
appelle jet (Wurf) [n° 7]; puis en regardant deux jets comme égaux,
par définition, lorsque leurs quatre points peuvent se correspondre
deux 3 deux dans une relation projective. Cette définition s'applique
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immédiaternent au domaine imaginaire; elle donne au jet le caractére
d'un invariant projectif; elle permet enfin d’appliquer immédiatement,
pour déterminer d’'une maniére projective les coordonnées d'un point,
un procédé domné par 4. F. Mobiust®), procédé ne faisant appel qua
la notion de rapport anharmonique et n’exigeant que des constructions
seffectuant & Vaide de la régle seulement.

La seconde partie du probleme, la plus importante, celle qui con-
siste & définir les regles du calcul des jets, a été également résolue
d'une manitre magistrale par K. G. Chr.von Staudt. 11 définit la somme*™)

S=U+U
de deux jets U et U’ par cette condition que, i l'on a
U=(ABCM), U =(ABCM')
8 = (ABCD),

et

M et M’ sont points homologues dans une involution définie par le
point double A4 et les deux points homologues B et D*2); de sorte
que, U et U’ étant donnés,. on construit S en choisissant arbitraire-
ment trois points 4, B, ' sur une droite, et en construisant d'abord
les points M, M, puis le point D défini par la relation projective

(ABMM') = (ADM’ M).

De méme, le produit**”) de deux jets est défini par la condition

que, si l'on a les deux jets
U=(ABMM), U =(ABM'M"),

425) Le systéme de coordonndes envisagé par A. F. Mébius ne s'applique que
dans le domaine réel; il repose sur les méthodes du calcul barycentrique et sur
Temploi systématique de la comstruction par réseaux, déja maintes fois citée.
A. F. Mibius [Der barye. Calcul®®), p. 273/81; Werke 1, p. 243/51] constate que
tout point qui peut étre atteint par l'application répétée de cette construction
correspond & un systdme de trois nombres rationnels et que, inversement, a
tout systtme de cette nature correspond un point qui peut ainsi 8tre construit
par l'emploi de la régle. Ceci a 6t retrouvé sous une forme plus générale, dans
une étude synthétique des divers systdmes de coordonmées, par W. Fiedler
[Viertel]. Naturf. Ges. Ziirich, 15 (1870), p. 162]. Voir également J. Hemming
{id. 16 (1871), p. 41], qui discute le probléme de la transformation de coordonnées,
pour le cas de coordonnées projectives. Pour plus de détails sur les divers
systémes projectifs de coordonnées, voir l'article LI 7.

426) Beitriige **%) 2, p. 166. Voir, H. Pfaff, Neuere Geometrie, Erlangen 1867,

426%) ,Les régles du caleul des jets sont énoncées ici avec la notation uni-
versellement adoptée aujourd’hui, laquelle n’est pas celle de K. G. Chr. von Staudt,
celui-ci désignant par (4, B, C, D) ce que nous représentons par (4, C, B, D).*

427) Beitrige ®%%) 2, p. 171
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leur produit est représenté par le jet
P—=(ABMM"),

et sa construction se déduit immédiatement de cette définition.

Ces définitions établies, K. G. Chr. von Staudt montre facilement
ensuite que cette somme et ce produit de jets obéissent aux mémes
lois fondamentales que les deux opérations analytiques de méme nom*2).

Il existe une classe de jets jouissant de propriétés particulieres
remarquables: c'est celle des jefs neutres, c'est-a-dire des jets formés
de quatre points réels, ou de quatre points imaginaires ayant pour
supports réels quatre génératrices d'un méme systéme réglé [n® 19];
T'ensemble de ces jets, appelé chaine, correspond & l'ensemble des nombres
réels; en particulier, le jet harmonique correspond au nombre — 1.

Il y a lieu de signaler ensuite les deux jets qui correspondent
aux deux unités complexes: chacun de ces jets est tel que son carré
s0it un jet harmonique, ces deux jets se distinguant par le sems. La
considération de ces deux jets permet de donner une représentation
d'un jet non neutre, laquelle fait intervenir les définitions et propriétés
de l'addition et de la multiplication, et correspond & la représentation
analytique d’'un nombre complexe.

oJ. Liiroth*®®) a notablement étendu ces résultats fondamentaux.
Il distingue dans les jets neutres les jets positifs et les jets négatifs,
définit la valeur absolue d’'un jet non neutre, montre alors que toutes
les relations de grandeur relatives aux nombres complexes, connues en
analyse, s’appliquent également & la théorie des jets; en particulier,
il leur étend les notions fondamentales relatives aux fonctions entiéres
d’une variable et, principalement, celles qui concernent la continuité
et les zéros d’une pareille fonction.

Ainsi se trouve peu & peu édifiée, par des comsidérations pure-
ment géométriques et indépendantes de toute motion métrique, cette
théorie qui, basée sur les idées fondamentales de K. G. Chr. von Staudt,
aboutit & un systtme de coordonnées bien déterminé, et & lappli-
cation des méthodes analytiques dans toute leur ampleur [ef. III 3,
n* 14 et 15].

22. Les diverses manidres d’envisager les problémes de la
géométrie projoctive. On vient de constater, dans ce qui précede, la
possibilité de donner & la géométrie projective des bases indépen-
dantes de la géométrie méirique; il reste ensuite a chercher si, dans
ses développements ultérieurs, elle ne peut pas continuer & tirer d’elle-

428) Beitrige®®) 2, p. 167, 172 et suiv.
429) Math. Ann. 8 (1875), p. 145, en partic. p. 188,
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méame tous les moyens et procédés que l'algehre procure  la géométrie
métrique. Pour cela, il lui faut, avant toute chose, définir avec ses
seules ressources les figures dont elle fait l'étude, et cela, sous une
forme ayant le caractére de Vinvariance projective; en outre, il reste &
stablir la compléete équivalence de ces méthodes et de leurs résultats
avec ceux et celles de la géométrie analytique. Nous laissons ici de
cdté toutes les comsidérations qui reposent sur I'énumération de cons-
tantes.

Cette conception de la géométrie projective se trouve déja chez
J. V. Poncelet**) quand celui-ci, pour établir que la projection d'une
conique est une autre comique, fait remarquer qu'une certaine relation
métrique, déja connue des Grecs, suffisante pour définir une conique,
posséde bien le caractére projectif.

La méme conception se retrouve également dans J. Steiner, lorsque
ce dernier donne un mode projectif de génération d’une conique. Dans
un premier essai [n® 10], essai défectueux renfermant une lacune, il
invoque cette considération qu'une conique peut &tre obtenue par la
section oblique d’un come circulaire droit, et qu'un cercle peut &tre
engendré par l'intersection de droites appartenant & deux faisceaux de
rayons égaux; mais il n'arrive pas & établir géométriquement ce fait
essentiel que tout come projetant une conique admet des sections cir-
culaires®®!). Clest pour cette raison que, plus tard, changeant de
méthode pour suivre la seule voie possible dans cet ordre d'idées*®®),
il définit une conique comme la courbe engendrée par lintersection
des rayons homologues de deux faisceaux homographiques, et démontre

430) Propriétés projectives'®), (17 éd.), p. 20; (2° éd) 1, p.21. ,A la
vérité, J. V. Poncelet définit d'abord ume conique comme la section d’un cdne
oblique & base circulaire; mais il transforme cette définition en établissant Ia
relation de Carnot, avec tous ses cas particuliers; c’est I'un de ces derniers cas,
dont il établit la réciproque, qui lui donne une nouvelle définition d'une conique.*

431) On ne peut arriver & établir cette proposition qu’en invoquant certaines
propriétés particuliéres d'un come et du systéme de polaires réciproques qu'il
définit, et principalement celles qui se rapportent aux axes focaux et nux sections
cycliques de ce cone. On trouve un exposé complet de la question, par exemple,
dans H. Schriter [Oberfilichen zweiter Ordnung '), p.51) et dans Th. Reye [Geo-
metrie der Lage, (2° éd.) 1, Hanovre 1877, p. 1515 (37 éd.) 1, Leipzig 1886, p. 179;
(5° éd.) 1, Leipzig 1909, p. 204} trad. O. Chemin, Legons sur la géométrie de
position 1, Paris 1881, p. 187. ,Déja R. Descartes [en 1641; Epistolae 3, (2¢ éd.)
Francfort /M. 1692, p. 267; (Euvres, éd. Ch. Adam et P. Tannery 8, Paris 1899,
p. T07] avait énoncé cette proposition et tenté une démonstration.*

439) C'est ce que fit J. Steiner dans ses legons [Synth. Geom.'™) 2, (1™ éd.)
préface p. Vil
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que les diverses courbes particulidres connues jusque 13 sous le nom
de coniques rentrent toutes dans cette définition générale.

Enfin, K. G. Chr. von Staudt est arrivé & une définition géomé-
trique des coniques ayant le méme degré de généralité que la définition
analytique, en considérant une conique comme la courbe directrice
d'un systéme polaire [n° 13].

Ces deux définitions de J. Steiner et de K. G. Chr.von Staudt cons-
tituent un exemple type de celles qui conviennent & des figures d’ordre
plus élevé, pour lesquelles il y a lieu de recourir soit aux procédés
projectifs de génération des figures, soit & des définitions qui reposent
sur une correspondance entre éléments dune méme figure. Mais ici
apparait une difficulté qui tient essentiellement & la mnature de la
méthode. Il est manifeste en effet que, dans la conception de la géo-
métrie projective, on ne peut recourir ni au théoréme de Bézout, ni
au principe de correspondance; pour démontrer, par exemple, que
certaine surface est une surface générale du troisitme ordre, il ne
suffit pas seulement d'établir que son mode de génération se rameéne
a celui qui sert de définition & une surface du troisidme ordre, il
faut démontrer de plus que chacun des deux modes de génération
peut se déduire de I'autre*®).

oJ. Steiner donne un premier exemple d'une question traitée & ce
point de vue lorsque, dans ses lecons*®), il établit soit U'identité d'une
conique engendrée par l'intersection des rayons homologues de deux
faisceaux homographiques avec la conique enveloppe de la droite joi-
gnant les points homologues de deux ponctuelles homographiques, soit
Iidentité des quadriques réglées définies de la méme maniére avec deux
faisceaux homographiques de plans ou deux ponctuelles homographigues
non situées dans un méme plan. Cette identité de deux quadriques
peut aussi étre établie & l'aide de la théorie des pdles et polaires.

Il y a lieu d’envisager de la méme fagon la théorie des cubiques
gauches: . Chasles®®), étudiant I'ensemble des points d'une pareille
courbe ainsi que I'ensemble de ses plans osculateurs, constate d’abord

433) Primiti t, on se il est vrai, pour démontrer que cer-
taine courbe est une courbe d'ordre n, d'établir qu'une droite la coupe en #
points. Dans le méme ordre d'idées, on trouve comme proposition fondamentale,
dans la théorie générale des courbes planes de L. Cremona [Atti Ist. Bologna (1)
12 (1861), p. 329; Introduzione ad una teoria geometria delle curve piane, Bologne
1862, p.82; trad. allemande par M. Curtze, Greifswald 1865, p.44] que deux courbes
planes de degrés n et n’ se coupent en nn’ points.

434) Synth. Geom.'?®) 2, (1™ éd.) p. 100, et préface p. VIIL

435) J. math. pures appl. (2) 2 (1857), p. 397.
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que la figure corrélative d'une cubique gauche est une autre cubique
gauche; puis H. Schriter®), précisant davantage, montre quil y a
identité entre la courbe lieu du point d'intersection des trois plans
homologues de trois faisceaux de plans homographiques deux & deux,
ot l'aréte de rebroussement de la développable engendrée par le
plan mené par les points homologues de trois ponctuelles homo-
graphiques deux & deux. Une eubique gauche peut encore &tre engen-
drée d’'une antre manidre, & I'aide de deux gerbes en correspondance
homographique: 'ensemble des droites d'intersection des plans homo-
logues de ces deux gerbes constitue la congruence des cordes d’une
cubique gauche, et cette courbe est également le lieu du point de
rencontre des rayons homologues sécants de ces deux gerbes. M. Chasles
a d'abord affirmé sans démonstration, et Th. Reye*®™) a établi plus tard
d’'une manidre compléte, que la courbe ainsi engendrée est identique
a celle que l'on obtient avec trois faisceaux de plans homographiques
deux a deusx.

Enfin F. Schur*®) a établi lidentité de la cubique plane, en-
gendrée par un faisceau de droites et un faisceau de coniques en
correspondance homographique, et de la courbe, dite Tripeleurve*®),
lien des points dont les polaires par rapport a trois coniques fixes
sont concourantes. J. Steiner'®®) et Th. Reye't!) avaient d’ailleurs déja
traité certains cas remarquables de ce probleme.

Cette méme question de I'identité de deux figures obtenues par
deux modes de génération différents se rencontre encore en de nom-
breuses circonstances, sans que d'ailleurs elle ait toujours été résolue,
ou sans méme que le besoin de la résoudre ait été compris; F. Schur%®)
a précisément insisté sur la nécessité d'une solution de ces divers
problemes.

Une seconde question, de méme nature que la précédente, se ren-

436) J. reine angew. Math. 56 (1859), p. 27.

437) Geometrie der Lage, (1% éd.) 2, Hanovre 1868, p.72; (2¢ éd.) 2,
Hanovre 1880, p. 92; (3° éd.) 2, Leipzig 1892, p. 197; (4° éd.) 2, Stubtgard (Leipsig)
1907, p. 168; trad. O. Chemin, Le¢ons sur la géométrie de position 2, Paris 1882,

. 108.
¥ 438) Z. Math. Phys. 24 (1879), p. 119. A. Milinowski [id. 21 (1876), p. 427;
23 (1878), p. 85, 211] avait déja tenté de résoudre le méme probleme,

439) ,Ce nom provient de ce fait que la méme courbe peut &tre aussi en-
visagée comme lieu des sommets des triangles conjugués par rapport i deux
coniques du résean défini par les trois conmiques données.*

440) Synth. Geom.!?®) 2, (1% éd.) p. 530.

441) Geometrie der Lage®7), (2° éd) 2, p. 208; (3° 6d) 8, p. 71; (4° éd)
8, p. 68; trad. O, Chemin 2, p. 224,
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contre lorsqu'il s'agit d’établir que certaine figure géométrique est
déterminée d’une maniére unique par un certain nombre d’éléments
donnés, points, droites ou plans. Dans ee cas, I'un des caracteres de
la géométrie projective étant précisément qu'elle conduit & des pro-
cédés de construction de diverses figures, le probleme doit é&tre con-
sidéré comme résolu, et la construction de la figure comme effectuée,
lorsque les €léments donnés permettent de réaliser un mode de géné-
ration de cette figure. Clest par exemple un probléme qui est résolu,
dans lenseignement élémentaire, pour la conique définie par cing
de ses points. La question se présente sous une forme moins simple
lorsqu’il s'agit de construire, & l'aide de la régle seulement, soit des
courbes d'ordre plus élevé, soit des figures de l'espace; elle souleve
de nombreux problemes qui ont été, jusqu'a une époque trés récente,
Tobjet de bien des recherches [ef. III 20, III 21, III 22 et III 24).

TUne autre question intéressante, concernant les méthodes de la
géométrie projective, est celle de savoir s'il est permis, et jusqu'a quel
point il peut étre permis, de particulariser les figures ou les problemes,
sans diminuer en rien la généralité des résultats obtenus. Clest un
point que I’école francaise avait admis depuis longtemps, d'une manijére
plus ou moins consciente, faisant ainsi une application directe du
principe de continuité, lorsque, dans l'étude d’une courbe ou d’une
surface, elle faisait jouer un rdle particulier & la droite ou au plan
de l'infini, A la méme époque, les maitres de 1'école allemande pen-
saient au contraire qu'une pareille spécialisation devait étre envisagée
comme une atteinte & la généralité de la recherche. Mais par la
suite, sous linfluence principalement de F. Klein**), une évolution
devait g'effectuer dans ces idées. Ce géometre, constatant que, en
géométrie analytique, un choix particulier de coordonnées peut en
certaing cas, 8'il est fait d'ume manidre heureuse, donner & l'énoncé

442) Voir, par exemple, l'article de F. Klein [Math. Ann. 6 (1873), p. 558]
sur les surfaces du troisitme ordre, puis un travail de C. Rodenberg [Math. Ann.
14 (1879), p. 46] inspiré par cet article, et enfin, un modele de surface du méme
auteur, édité chez L. Brill & Darmstadt (aujourd'hui M. Schilling & Leipzig), et
publié postérieurement a un autre modetle, non symétrique, dd & Chr. Wiener.

Voir aussi, comme autre exemple, l'article od F. Klein démontre que
Yhexagone trouvé par A. Clebsch [Math, Ann. 4 (1871), p. 336], formant de dix
wanidres différentes un hexagone de Brianchon, est réalisé avec les six diago-
nales principales de I'icosaddre [Math. Ann. 12 (1877), p. 531].

Cette question présente aussi une grande importance dans la théorie des
configurations. Voir par ex. Th. Iteye [Acta math. 1 (1882/3), p. 97] qui démontre
que la configuration des tétraédres desmiqmes peut é&tre réalisée avec le cube et
Toctaddre.
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d'un probléme général une forme extrémement simple, s'est efforeé
d'arriver, en géométrie projective, i réaliser la méme simplification.
Ce résultat devait &tre atteint le jour ou il fut reconnu que tout systeme
de coordonnées, toute notion de mesure, peut se définir sous une forme
ayant un caractére purement projectif. Aussi est-il aujourd’hui d'un usage
courant de donner & tout probléme, par la pensée, une forme spéciale,
ot de géndraliser ensuite par voie projective les résultats obtenus.
(est ainsi par exemple que l'on rameéne ume projectivité cyclique
i une rotation [n° 14], une involution hyperbolique & une symétrie
[n° 18], et que l'on met immédiatement en évidence les lois de ces
transformations générales. Clest de cette fagon que R. Krause*®) a
étudié les projectivités cycliques des domaines ternaire et quaternaire.
Ainsi se trouvent légitimées les applications du principe de continuité,
en méme temps que sa nature projective est établie.

Un antre procédé de simplification des divers problémes repose
sur une conception due & H. Wiener; il revient & décomposer toute
opération générale de la géométrie en un produit de transformations
symétriques; F. Wiener développe cette idée pour une certaine catégorie
de questions [n° 23].

Reste enfin a signaler ici deux problemes des plus importants. Il
faut chercher quels sont, en géométrie projective, les équivalents
de la proposition fondamentale de l'algebre%) et de la théorie des
invariants, et cela, sans quitter le domaine de la géométrie projective,
constituée avec les figures fondamentales et les méthodes de projection,
définies, les unes et les autres, pour des éléments réels seulement.
En ce qui concerne la proposition fondamentale de l'algébre, il gagit
d’arriver & définir un groupe de » poiuts qui correspondraient aux
racines d’une équation d'ordre n; K. G. Chr. von Staudt a fait un
premier pas dans cette voie en arrivant & représenter au moyen d’in-
volutions réelles les racines d'une équation quadratique [n° 19].

Pour le cas de n =3, H. Thieme*") est parvenu i une représen-
tation des racines d'une équation du troisidme ordre en rapportant
projectivement une ponctuelle & un faisceau linéaire d'involutions
tracées sur la méme droite*®); sa méthode est la méme dans les trois

448) Progr. Stettin 1897.
444) COf. III 3, n°* 26 et suiv.
445) 2. Math, Phys. 24 (1879), p. 221, 276; Math. Ann, 28 (1887), p. 133.
446) B. Klein emploie dans le méme but une correspondance trilinéaire
symétrique entre points d'une conique [Theorie der trilinear-symmetrischen Ele-
bilde, Habilitationsschrift, Marbourg 1881].
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géométries de la droite, du plan ou de Tespace. Elle consiste & définir,
dans l'espace par exemple, une surface d’ordre n par une polarité de
méme ordre, c'est-d-dire par une correspondance qui associe chaque
point 4 & une surface « d'ordre n — 1, avec la condition que la surface
polaire de tout autre point B par rapport i cette surface « soit la
méme que celle de A par rapport & la surface § associée & B. Une
pareille correspondance représente alors une surface d’ordre n, la polaire
d'un point quelconque A par rapport & cette surface étant la surface
« associée & ce point 4* La méthode s'applique d’abord aux multi-
plicités du troisitme ordre; elle peut emsuite s'étendre de proche en
proche en passant de l'ordre n & ordre n + 1. E. Kitter'") devait
ensuite reprendre cette méthode avec plus de détails et sous une forme
plus complete.

Pour ee qui concerne la recherche de notions équivalentes a
celles de la théorie algébrique des invariants, il n'existe que quelques
propositions limitées au domaine binaire; elles reposent sur cette con-
ception que les formes binaires peuvent étre envisagées a priori
comme correspondant aux transformations homographiques ou involu-
tives; on constate ensuite que les formules et caleuls de la théorie
des formes peuvent se développer parallélement a Vétude des relations
entre ces transformations: par exemple, si J, et J, désignent deux
involutions et J Vinvolution harmonique & chacune d'elles [n° 23],
J correspond au déterminant fonctionnel des deux formes qui corres-
pondent respectivement & J, et J,4%) [cf. III 3, n™ 25 et suiv.].

Les transformations homographiques prises pour objets
@’opérations.

23. Le caleul des transformations homographiques. Toute cor-
respondance homographique ou corrélative peut étre envisagée comme
une opération ayant pour effet de transformer une figure en une autre.
11 était donc naturel, et c’est ce qui s'est fait depuis longtemps sous
une forme plus ou moins consciente, d’étudier les transformations ob-
tenues par des applications successives de ces diverses correspondances
et de recourir, pour représenter ces opérations, & la notation usuelle
employée dans la théorie des groupes*?). Rappelons rapidement en

447) Grundzige einer rein geometrischen Theorie der algebraischen Kurven,
Preipschrift publ. Abh. Akad. Berlin 1884 Phys.-math. Klasse, math, Abh. p. 1’303
Dans cet ouvrage K. Kotter reprodui t, en la dif Isgeremen(: la
théorie des imaginaires de K. G. Chr.von Staudt.

448) Cf. H.Wiener, Habilitationschrift, Halle 1885.

449) L'usage de cette notation, appliquée & 1'étude des correspondances
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quoi consiste cette notation. Si 'on désigne par V la correspondance
homographique qui relie une figure X & une autre 3, c'est-i-dire un
point quelconque 4 de la premitre & un point A’ de la seconde, puis
par V' la correspondance homographique reliant X’ & une troisitme
figure X", c'est-i-dire le point A" au point 4", la correspondance qui
relie les figures X et X" est une nouvelle correspondance homogra-
phique V", que l'on appelle le produit des deux premidres, et l'on
écrit les relations

=VV, V=X, EV=3V=5x"

Cette extension de l'idée de produit possede le caractere associatif de
la multiplication, de sorte qu'on peut lui appliquer toutes les pro-
priétés des opérations associatives et principalement la notion de
groupe®®). En particulier, il est manifeste que l'ensemble des trans-
formations projectives qui n’altérent pas une méme figure forme un
groupe.

Si V désigne I'opération qui transforme X en X, clest-a-dire A
en A, lopération qui transforme X' en X, cest-i-dire 4" en A, est
appelée la transformation inverse de V, et se représente par la notation
V-’ en particulier, la correspondance banale dans laquelle chaque
élément de X se correspond & lui-méme s'appelle la transformation
identique. ,Une transformation qui se confond avec son inverse, Cest-
a-dire dont le carré est la transformation identique, est une involution.*

Enfin, une transformation projective U peut elle-méme &tre prise
comme l'objet d'une autre tramsformation projective V; la nouvelle
transformation ainsi obtenue U’ s'appelle la transformée de U par la
transformation V et peut se représenter par le produit

U =v-gv.
Dans le cas particulier ot U’ se confond avec U, autrement dit
lorsque l'on a
UV=VT,
les deux opérations U et V sont dites dchangeables; dans le cas od
U’ se confond avec Vinverse de U, on dit que U est snversée par V.

Ces principes généraux rappelés, on doit & C.Segre une notion

importante, celle de transf tions har iq C. Segre désigne

s, semble x ter & C. Steph Bull. sc. math. (2) 7 (1883), p. 251;
Math. Aup, 22 (1883), p. 299.
450) Pour ce qui concerne 1'étude des groupes plus simples qui se rattachent
4 la théorie des configurations géométriques, ou & celle de cortmines conrbes et
surfaces remarquables, voir les articles IIL 9 et III 16.
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sous ce nom geénéral deux transformations homographiques, U et V,
satisfaisant & la relation

U-1V = V-11,

ce qui revient & dire que chacun de ces deux produits constitue une
transformation égale & son inverse ou, par suite, que c'est une invo-
lution J, ou enfin que I'on a

U=VJ ou V=UJL

En particulier, deux involutions harmoniques sont aussi échangeables,
et réciproquement; ,une transformation homographique U et une in-
volution J sont harmoniques lorsque U est inversée par J, et réci-
proquement.®

Dans le cas de transformations homographiques sur une droite,
deux transformations U et V sont harmoniques lorsque tout point 4
de la droite peut &tre associé & un autre point B de fagon que, si
U transforme 4 en 4, et B en B, V transforme A en B, et B
en A,.

Deux involutions sur une méme droite sont harmoniques (ou par
conséquent échangeables) lorsque les points doubles de l'une sont
conjugués harmoniques par rapport aux points doubles de V'autre®!),
et dans ce cas seulement. Plus généralement, sur une méme droite,
une transformation homographique P et une involution J sont har-
moniques, lorsque les points doubles de P forment un couple de lic-
volution J.

1 t £ "

Sur une méme droite deux transformati homo-
graphiques sont échangeables, lorsqu'elles ont les mémes points doubles,
ou qu'elles forment deux involutions harmoniques*?).

Une autre notion importante est celle d'involution J attachée
(verbundene ou eugehirige) & une transformation homographique P
sur une droite. On a vu en effet [n° 13] que si 'on désigne par 4’ et
A_, les transformés d'un point quelconque 4 dans les transformations
P et P-1, par 4, le conjugué harmonique de A par rapport & A’
et A_,, A et A, se correspondent en involution: c'est cette corres-
pondance qui comstitue Vinvolution J atfackée & P; elle est échan-
geable avec P.

Toutes ces diverses notions sur les transformations homographiques

451) De la le nom de transformations harmoniques.
452) ,On verra au n° 24 comment C. Segre énonce ces diverses conditions
sous une forme générale indépendante de la réalité des points doubles.*
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prennent une forme extrémement simple lorsque, avee C. Segre'™®), on
effectue ces transformations sur les éléments d'une conique. Ainsi
deux involutions sur une conique, J et J,, sont harmoniques lorsque
leurs centres ou, par comséquent leurs axes, sont conjugués par rapport
a cette conique; de plus, le point d’intersection de ces deux axes est
alors le centre d’une troisizme involution J, = JJ,, produit des deux
premieres. De méme, une correspondance homographique P sur la
conique correspond & une droite déterminée p, dite droite de Pascal,
et P est harmonique & une involution J, lorsque cette droite de Pascal
p est comjuguée de l'axe de linvolution J. Deux correspondances
homographiques non involutives sont échangeables lorqu'elles ont la
méme droite de Pascal. Enfin l'involution attachée & la transformation
homographique P admet pour axe la droite de Pascal de P.

Passons aux transformations homographiques du plan ou de
Tespace. Dans ce cas, deux transformations non involutives ne sont
échangeables que si elles ont les mémes éléments doubles. S'il gagit
de deux homologies centrales, elles ne le sont que si le centre de
chacune d’elles se trouve sur l'axe (ou dans le plan d’homologie) de
I'autre. il s'agit de deux homologies involutives gauches, la condition
est que leurs axes soient respectivement les cdtés opposés d'un méme
quadrilatdre gauche, ou qu'ils appartiennent 3 un méme systeme de
génératrices rectilignes d’'une quadrique, les axes de l'une étant con-
jugués harmoniques des axes de l'autre*™). Une homologie involutive
gauche et une homologie centrale sont échangeables lorsque les deux
axes de la premitre sont disposés de telle fagon que I'un passe par
le centre d’homologie, et que I'autre soit contenu dans le plan d’homo-
logie de la seconde.

Une homologie, centrale ou gauche, et une transformation par
polaires réciproques sont échangeables, lorsque cette seconde trans-
formation admet comme éléments homologues le centre et le plan,
ou les deux axes de la premidre?®®).

Une transformation corrélative par rapport & un complexe linéaire

468) J. reine angew. Math. 100 (1887), p. 329; voir aussi F. Aschieri, Reale
Ist, Lombardo Rendic. (2) 22 (1889), p. 414, 484, b58, 624.

454) Voir, an sujet de cette proposition et des asui , D. M
Ann. mat. pura appl. (2) 14 (1886/7), p. 131. Voir également, A. Sannia, Lezioni
di geometria proiettiva, Naples 1892; (2" éd.) Naples 1895, p. 444,

A une transformation homographique gauche est encore attachée une homo-
logie involutive gauche [cf. A. Sannia, id. p. 496].

455) D'aprés cela, deux transformations par polaires réciprogues sont
échangeables lorsque 1'une est le produit de l'autre par une homologie remplis-
sant la condition énoncée.
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(Nullcorrelation) ne peut s'échanger qu'aveec une transformation de
méme nature, ou avec une involution gauche.

Enfin, la transformation homographique générale de l'espace et
sa transformation corrélative ne sont échangeables que sous certaines
conditions.

Th. Reye*) ramene la recherche des transformations homogra-
phiques et corrélatives qui sont échangeables ou harmoniques 3 la
recherche des couples de transformations dont I'une est inversée par
Tautre, ce qui repose sur cette remarque que, si U est inversée par V.
et par W, U est échangeable avec le produit VW.

Une transformation homographique d’un plan, dont les éléments
doubles forment un triangle conjugué par rapport & une conique, est
inversée par la transformation par polaires réciproques ayant cette
conique pour directrice. La proposition analogue s'applique a l'espace.

Dans le plan une transformation corrélative R est inversée par
toute homologie J dont l'axe est la polaire du centre par rapport
chacune des deux coniques que définit cette transformation corrélative,
autrement dit par rapport a toute homologie qui transforme chacune
de ces coniques en elleméme. La proposition analogue s'applique
encore & lespace. Plus généralement, la transformation R est inversée
par toute transformation de la forme JR, ol J désigne une homo-
logie de la forme énoncée.

Parmi les divers problémes auxquels conduit le calcul des trans-
formations, il y a d'abord lien de signaler celui qui consiste & dé-
composer une transformation donnée en un produit de transformations
particulieres, et principalement de perspectives, d'involutions ou d’ho-
mothéties **7).

H. Wiener'®) a étudié, & ce sujet, d'une part, la classe nom-

456) Geometrie der Lage, (3° éd.) 8, Leipzig 1892, p. 219; (4° éd) 8, Leipzig
1910, p. 189; Math. Ann. 43 (1893), p. 145. Les propositions énoncées s’appli-
quent §; t, ainsi que le dé: tre Th. Reye, au cas de transformations corré-
latives pour lesquelles les coniques ou quadnques du'ectnces seraient imaginaires.
Elles s’étendent aussi & certaines t; e ho hiques particulidres et,
en particulier, & celles qui conservent les deux systémes de génératrices d'une
quadrique.

467) Voir par ex. 4. del Re, Rendic. Accad. Napoli (2) 2 (1888), p. 423;
Rend. Cire. mat. Palermo 2 (1888), p. 37, 128; Giorn. mat. (1) 28 (1890), p. 257;
Rivista mat. 2 (1892), p. 99; F. Deruyts, Mém. Soc. sc. Liége (2) 17 (1892), mém.
n° 3; M. Bicher, Math, Ann, 43 (1893), p. 698.

On & rencontré au n° 8 un cas particulier de ce probleme, celui ol il
'agit de décomposer une transformation homographique en un produit de pers-
pectives seulement; voir note 148.
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breuse des transformations qui peuvent se décomposer en un produit
de deux involutions et, d’autre part, les groupes de transformations
qui ne comprennent que des involutions. La premidre classe comprend
principalement les transformations homographiques d'une droite, ainsi
que les transformations homographiques de l'espace qui laissent in-
variante une conique ou une quadrique. Celles qui conservent une
conique jouissent de cette propriété remarquable gue l'on peut, par
une transformation projective, les ramener aux transformations du
groupe des mouvements et des retournements; elles constituent ainsi
un exemple instructif de cette meéthode générale, signalée au n° 22
sous le nom de spécialisation des problemes.

Certains problémes enfin prennent une forme particulidrement
simple lorsqu'on emploie la notation du caleul des transformations.
Telle est principalement I'étude des groupes cycliques, déja signalée
au n° 14. Une transformation homographique quelconque P donne
naissance & la suite illimitée de transformations homographigues
1) LPP, . P, ;
celles-ci font correspondre un point quelconque A & une suite illi-
mitée de points
@) A A, 4y, Ay, .o, A4, ..

que T'on désigne, dans le cas général, par groupe eycligue. Les groupes
cycliques de points correspondant & deux points quelconques 4, B
sont projectifs.

Dans le cas particulier od la suite de transformations (1) est
périodique, il existe un entier minimé » pour lequel on a Pr=1,
et le groupe cyclique (2) est alors appelé groupe cyclique fini d’ordre
7. Dans un tel groupe, on a les relations projectives suivantes:

Ad Ay A N A AL A A,
A4y AN AA, .. A A

En outre, pour toute valeur donnée de 4, les couples de points 4,_,,
4,,; correspondant aux diverses valeurs de l'entier 1 appartiennent
4 une méme involution dont A, est un point double®®).

et

458) Ber. Ges. Lpz. 42 (1890), math, p. 245; 43 (1891), math. p. 424, 644;
45 (1893), math. p. 556.

459) Ces diverses propriétés sont signalées, en particulier, par C. Stephanos,
Bull. sc. math. (2) 7 (1883), p. 204; Math. Ann. 22 (1888), p. 209; H. Wiener,
Habilitationsschrift, Halle 1885; A. Ameseder, Sitzgsb. Akad. Wien 98 I1* (1889),
P. 290; Monatsh. Math. Phys. 1 (1890), p. 871; A. Ameseder raméne la question
& D'étude des rotations.
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D'ailleurs, une projectivité cyclique peut se ramener, par une
transformation homographique, & une rotation périodique, et alors
toutes ces propriétés deviennent immédiates.

24. Faisceaux et réseaux de correspond homographiq
ou corrélatives. Le fait capital qui domine toute la théorie des
faisceaux et réseaux de transformations homographiques, corrélatives
ou involutives est le caractére de multiplicité lindaire des divers ensembles
formés par ces transformations.

Et d'abord, un premier point résulte immédiatement des pro-
positions fondamentales: c'est I'ordre de multiplicité de ces divers en-
sembles. Envisageons, par exemple, I'ensemble des projectivités sur
une droite: il constitue une multiplicité linéaire du troisizme ordre,
chacune de ces projectivités étant définie par trois couples de points
homologues; de méme, lensemble des involutions sur une droite forme
une multiplicité du second ordre’®).

Puis, dans le plan, 'ensemble des collinéations forme une multi-
plicité du huititme ordre, chacune d'elles étant définie par quatre
couples de points homologues; il en est de méme pour l'ensemble
des corrélations. Si I'on envisage ensuite certaines transformations
particulidres, on obtient, pour les mémes raisons, une multiplicité du
quatritme ordre pour l'ensemble des homologies, et une autre du cin-
quieme ordre pour I'ensemble des corrélations involutives.

Dans lespace enfin, l'ensemble des collinéations constitue une
multiplicité du quinziéme ordre; il en est de méme pour les corré-
lations; pour les homologies centrales, 'ensemble est du sixidme ordre;
il est du huititme pour les homologies axiales et du neuviéme pour
les corrélations involutives.

Le caractere linéaire de ces diverses multiplicités se reconnait
immédiatement par les méthodes analytiques. Mais, en géométrie pro-
jective, il faut recourir pour D'établir & des considérations plus éten-
dues, et principalement, il faut d’abord définir sur des bases pure-
ment géométriques ce que l'on entend par caractére lindaire. Il y a
la un sujet de recherches qui n'a d’abord été abordé que pour les
transformations homographiques: sur une droite.

Le cas de beaucoup le plus simple est celui du faisceaw d@homo-
graphies constitué par I'ensemble de toutes les transformations homo-
graphiques sur une méme droite qui admettent un méme systeme de

points doubles réels. Le fait essentiel qui donne & ce faiscean le

460) 11 en résulte que l'ensemble des projectivités harmoniques & une pro-
jectivité donnée forme aussi une muitiplicité du second ordre.
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caractere lindaire est que, si M et N sont les deux points doubles
d’une telle transformation, le rapport anharmonique
(MNAAY)

garde une méme valear 4, quels que soient les deux points homologues,
Aet A, de cette transformation [n° 11]. Partant de la, si on laisse fixe
le point 4, chaque transformation du faisceau correspond & une position
déterminée du point A’, et réciproquement; or ce point A’ peut par-
courir toute la droite: c’est 14 une premidre forme du caractére linéaire
du faisceau. Une seconde forme de ce caractére est que chaque trans-
formation du faisceau correspond & une valeur du nombre 2, et réci-
proquement, ce nombre pouvant prendre toutes les valeurs de — oo
a 4+ oo.

Un second faisceau de projectivités sur une droite est constitué par
celles que l'on peut construire, en partant d'une projectivité déterminée
P, et appliquant la proposition connue de M. Pasch*®) [n° 13], la-
quelle permet, pour chaque valeur du nombre 2, de construire une
autre projectivité Q, Cette proposition est complétée par une autre,
Q'apres laquelle les points A, et B;, homologues de deux points fixes
A et B dans les diverses transformations Q,, décrivent eux-mémes, lors-
que 1 varie, deux divisions homographiques. Partant de i, on peut
prendre pour définition du rapport anharmonique de quatre transfor-
mations Q, celui des quatre points 4;, de sorte que ces transfor-
mations Q, forment bien un faisceau linéaire.

(e résultat est fondamental dans la théorie des faisceaux linéaires,
,ear on peut le généraliser immédiatement en multipliant toutes les
transformations Q, par une méme projectivité U, d’ailleurs quelconque;
et I'ensemble des transformations Q,U forme & nouveau, pour la méme
raison que le précédent, un faiscean linéaire* De la résultent encore
les propriétés suivantes: tout faisceau de cette nmature est complate-
ment déterminé lorsquon en conmait deux transformations distinctes
P, ot Py; lorsque les points doubles de ces deux transformations P,
et Py sont tous réels, ceux de toute autre tramsformation du méme
faisceau forment avec les préeédents une involution*®').

H. Wiener*®?) et C. Segre*®®) ont repris ces diverses propositions
461) Ces propositions ont ét6 données par C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883),
p. 2909, On en a déja rencontré un cas particulier su n° 28, & propos des pro-
jectivités harmoniques & une involution déterminée.

Voir, & ce sujet, C. Hossfeld, Diss. Iéna 1882,

462) Habilitationsschrift, Halle 1885.

463) J. reine angew. Math, 100 (1887), p. 817. Les considérations de C. Segre

retendent

aussi aux ip ivités.
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ot établi lexistence des faisceaux linéaires de projectivités, ainsi que
leurs propriétés capitales, par des considérations purement géométriques
et sans faire intervenir la notion de rapport anharmonique, ni celle
d’éléments imaginaires.

D’abord, H. Wiener envisage seulement des faisceaux d’involutions;
un faisceau d'involutions est constitué par Pensemble de celles qui
sont échangeables avec une involution déterminée ou, ce qui revient
au méme, qui lui sont barmoniques.

Les travaux de C. Segre, sur lesquels il y a lieu de sarréter plus
longuement, reposent sur deux idées essentielles; la premitre est que
Pon peut substituer & la notion de points doubles d'une projectivité,
celle [n° 23] dinvolution atfackce A cette projectivits, 'un des avantages
de cette notion nouvelle étant de n’établir aucune distinetion entre
éléments réels et éléments imaginaires; la seconde consiste & caracté-
riser tout faisceau de projectivités par une involution unique, qui est
harmonique & toutes les transformations du faisceau.

C. Segre constate d’abord que, si J est I'involution attachée & une
projectivité P, J est échangeable avec P; et cest la seule lorsque P
west pas elle-méme une involution [n°23]. Cela posé, toute projee-
tivité P, peut étre completement définie par Vinvolution J qui lui est
aftachée et par un couple 44, de points homologues: si en effet,
A’ et A, sont respectivement les homologues de ces deux points dans
Vinvolution J, et si A_, est le eonjugué harmonique de 4, par rapport
4 4 et A, on comnait trois couples de points homologues dans P,,
savoir AA,, A'A) et A_,A. Dans ces conditions, Uensemble des
projectivités échangeables avec une involution déterminde J forme
bien un faisceau linéaire*™), puisque, d’aprds leur définition, il y a
une correspondance biunivoque entre ces projectivités et les points A,
d'une ponctuelle. On peut aussi le montrer en constatant que si B,
désigne T'homologue d'un autre point fixe B dans la transformation
P, les points 4, et B, forment deux ponetuelles projectives.

Pour passer ensuite de la considération de ce faisceaun particulier
4 la définition générale d'un faisceau, C. Segre raisonne de la fagon
suivante. D’abord on constate que, étant données deux projectivités
quelconques P et Q, il existe toujours deux involutions J et J, et
deux seulement, telles que J se transforme en J' dans chacune des

464) Ce faisceau n'est autre que celui des projectivités ayant les mémes
points doubles; dans le cas particulier oii ces derniers sont imaginaires, on peut,
par une projection, l'amener & se confondre avec le faisceau des rotations de
l'espace autour d'une droite fixe,
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projectivités P et Q. Inversement, étant données deux involutions
J et J, il y a lieu de chercher toutes les projectivités qui trams-
forment J en J'. On trouve que celles-ci se répartissent entre deux
systemes P, et Q;. Si deux de ces projectivités, P, et P,, appartien-
nent au méme systéme, J est l'involution attachée au produit P; P, ’;
au contraire, si deux de ces projectivités, P, et Q,, appartiennent &
deux systémes différents, elles sont harmoniques, et le produit P;Q;*
représente une involution harmonique & J. Chacun de ces deux sys-
temes constitue alors un faisceau lindaire ,que l'on peut considérer
comme formé en partant du faisceau particulier étudié plus haut et
en multipliant toutes les transformations de celui-ci par une méme
projectivité* On dit en outre que les deux faisceaux que l'on vient
dobtenir sont deux faisceaux harmoniques. Chacun deux comprend,
en général, une ivolution et une seule.

En outre, un faisceau quelconque est complétement défini lors-
quon eonnait deux de ses transformations P et Q, ces deux trans-
formations définissant les involutions J et J. On construit ce fais-
ceau en construisant d’abord l'involution J, attachée au produit PQ-1,
puis le faiscean de projectivités P, auxquelles J est attachée, et
enfin, en multipliant toutes celles-ci par Q. D’autre part, 'ensemble
des projectivités harmoniques aux deux transformations données P ot
Q forme également un second faiscean qui est harmonique au premier.

La théorie des faisceaux linéaires tant ainsi édifide, on peut établir
alors le caractere linéaire des réseaux de projectivités et, plus géné-
ralement encore, de la multiplicité a trois dimensions formée par
Pensemble de toutes les projectivités sur une droite. Clest ce qui
résulte de ce fait que deux projectivitds P ct Q détinissent deux fais-
ceaux, I'un qui les comprend toutes deux, Iautre qui est harmonique
an premier.

En effet, si 'on se donne trois projectivités quelconques P, Q,
R, il en existe une ct une seule qui leur soit harmonique; pour
Pobtenir, il suffit de construire successivement I'involution J, attachée
au produit QP-1, linvolution J, attachée a RP-!, Pinvolution J
harmonique & la fois & J, et Jg; le produit JP est la transformation
cherchée. Inversement, si l'on envisage ensuite toutes les projectivités
harmoniques & cette derniére, elles forment un ensemble qui est com-
pletement défini par les trois projectivités données P, Q, R; et cet
ensemble constitue une multiplicité & deux dimensions dont le caractére
linéaire se manifeste par une correspondance entre les projectivités
de Vensemble et les points d’un plan.

De 1a, on aboutit enfin au caractére linéaire de I'ensemble de
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toutes les projectivités; il s'établit par une correspondance entre les pro-
jectivités sur une méme droite et les points de Iespace ordinaire. C’est
ce qui a été fait, & Paide de procédés géométriques, par F. Aschieri'®™),
et ce qui avait 6té fait précédemment, mais par une méthode analy-
tique qui consiste & Teprésenter une relation bilinéaire entre deux
variables par un point de l'espace, par C. Stephanos'®®). Dans cette
correspondance, toute projectivité P est représentée par un point P;
un role important est joué par les projectivités singulitres ou éva-
nouissantes, lesquelles sont représentées par les divers points d'une
quadrique réglée non évanouissante F'; par exemple, les projectivités
harmoniques & une méme projectivité P sont représentées par tous
les points d'un méme plan, lequel est le plan polaire par rapport &
F du point P, qui représente la projectivité P*°).

La théorie des faisceaux ou réseaux de collinéations du plan ou
de Despace est bien moins avancée. On ne peut citer que de rares
travaux qui soient développés dans le méme esprit que les précédents.
Clest ainsi que A. Ameseder®) a étudié principalement les homographies
biaxiales et, parmi celles-ci, celles qui conservent une quadrique déter-
minée F; dans cette étude, il a été également conduit & distinguer,
parmi les transformations quil étudie, celles qui sont involutives, et
3 leur faire jouer un role prépondérant.

On a aussi envisagé les multiplicités formées par des collinéations
ou corrélations particulitres. Dans cet ordre d'idées, aprés quelques
recherches#®?) portant sur des points trés spéciauz, il y a tout d'abord
lien de citer, & cause de leur portée, les travaux de S. Kantor ™).

465) Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 22 (1889), p. 558, 624.

466) Math. Ann. 22 (1888), p. 299.

467) On trouvera dans B. Klein [Sitzgsb. Ges. Naturw. Marburg 1888, p. 1]
une autre définition des fmscennx ot réseaux de projectivités, basée sur la con-
idération de b perspectiv

La multiplicité & deux di i formée par l'ensemble de toutes les in-
volutions, et son caractire linéaire, ont 6t6 étudiés, sous une forme géométrique,
par E. Kitter [Grundziige einer rein geometrischen Theorie der algebraischen
Kurven, Preisschrift publ. Abh. Akad. Berlin 1887, Phys. math. Klasse, math.
Abh. p. 110 et suiv.] et sous une forme analytique, par F. Deruyts, Mém. Soc. sc.
Liége (2) 17 (1892), p. 3.

468) Monatsh, Math. Phys. 1 (1890), p. 371

469) L. Certo [Giorn. mat. (1) 20 (1882), p. 321] a étudié le systeme des
affinités dans le plan, F. dmodeo [Giorn. mat. (1) 27 (1889), p. 40] a étudié les
multiplicités & une dimension formées de perspectives planes, et A. del Re [Giorn.
mat. (1) 28 (1890), p. 257] a envisagé certaines multiplicités & une dimension
formées de transformations par polaires réciproques.

470) Denkschr. Akad. Wien (math.) 46 II (1883), p. 83. Certaines propositions
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Ils concernent la multiplicité & deux dimensions formée par l'ensemble
des collinéations du plan qui admettent trois couples de points homo-
logues détermings, et la multiplicité analogue & trois dimensions formée
par Tensemble des collinéations de V'espace qui admettent quatre couples
de points homologues déterminés. Le but essentiel de ces travaux
est, d'une part, de rechercher les correspondances ponctuelles d'ordre
supérieur qui se rattachent & ces transformations, d’autre part, de déter-
miner celles de ces transformations qui satisfont & certaines conditions
données of, en particulier, celles qui sont évanouissantes.

Le méme point de vue domine dans certaines recherches sur des
systemes de corrélations. Jusqulici, on a principalement étudié les
systémes de corrélations planes qui admettent soit sept, soit eing
couples de points conjugués donnés [voir n° 15], ces systtmes formant
une multiplicité & une dimension dans le premier cas, & trois dimen-
sions dans le second ces; mais ces recherches reposent plutot soit sur
des méthodes analytiques, soit sur celles de la géométrie énumérative,
soit enfin sur la théorie des comnexes [voir larticle III 28].

La premitre étude, celle des faisceaux de corrélations, se confond,
dans ses points essentiels, avec celle des correspondauces guadratiques,
dont il sera question plus loin [n° 26].

En ce qui concerne la seconde étude, celle de la multiplicité de
corrélations admettant cing couples de points conjugués donnés, rappe-
lons seulement cette proposition de A. Clebsch®™), déja citée [n° 8],
d’aprés laguelle ces cing couples en déterminent linéairement un sixidme
qui appartient encore & toutes ces corrélations: ce sixiéme couple est
également celui que R. Sturm, dans le probleme de la projectivité pour
le cas de n =B, appelle le couple relié & cing couples donnés [n° 16].
La signification intéressante de ces six couples de points consiste en
ce fait, signalé par R. Sturm®™), que toute multiplicité linéaire & trois
dimensions de collinéations planes comprend six transformations homo-
logiques, et que les six couples de centres et axes de ces homologies
constituent, pour le faisceau de collinéations, les six couples de points
et droites conjugués qui correspondent aux six couples de points con-
jugués du faisceau de corrélations™).
de S. Kantor sont retrouvées par 4. del Re [Rend. Circ. mat. Palermo 2 (1888),
p- 128]. Cf. R. Stwrm, Math: Ann. 19 (1882), p. 461. ,Extension & I'hyperespace
par M. Stuyvaert, Reale Tst. Lombardo Rendic. (2) 44 (1911), p. 314/30*

471) Math. Ann. 6 (1873), p. 203.

472) Math. Ann. 22 (1883), p. 569. Dans son travail, R. Sturm traite aussi
le cas général des corrélations assujetties & cing conditions sunples que]conques

473) En ce qui concerne les groupes de transfe
voir l'article III 28.
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Enfin, Th. Reye*™) a exposé complétement la théorie générale
des multiplicités formées par Pensemble de toutes les transformations
homographiques de la droite, du plan ou de lespace; il a discuté
Pordre et la mature de ces diverses multiplicités et des multiplicités
particulidres qu’elles renferment. En particulier, il y a lieu de signaler,
dans ces recherches, un mode de représentation, dans T'espace ordinaire
4 trois dimensions, d'un espace & un nombre quelconque de dimensions
[voir, & ce sujet, l'article ITT 26].

Les généralisations des correspondances projectives.

256, I’homographie trilinéaire entre figures de rang un. La cor-
respondance homographique trilinéaire entre trois fignres fondamentales
de rang un (trilineare einstufige Beziehung) s'exprime analytiquement %)
par une seule relation, linéaire par rapport & chacune des trois coor-
données qui fixe la position d’un élément quelconque de chacune des
trois figures. Chaque élément de l'mne quelconque de ces figures
correspond done, d'une manidre unique, & un systéme de deux autres
éléments choisis arbitrairement dans chacune des deux autres figures.

Le systtwe de trois éléments, choisis ainsi respectivement dans
chacune des trois figures, constitue ce que l'on appelle un ferne
(Tripel); et l'ensemble de tous les éléments associés dans la corres-
pondance forme ce que Lon appelle un champ de ternes (Tripelfeld).

L'expression d’homographie trilinéaire est due & G. Castelnucvo qui
a employé aussi celle d'honographie de seconde espéce; ,C. Le Paige désigne
cette correspondance sous le nom de homographie du troisieme ordre ef
du second rang, lordre indiquant le nombre de figures fondamentales
reliées par la correspondance, et le rang le nombre darbitraires dont
dépend un groupe d’éléments associés dans cette correspondance®

Cette correspondance a été signalée, pour la premiére fois, par
F. August*™), qui T'a fait intervenir dans un mode de génération des
surfaces du troisidme ordre [n° 10]; il choisit comme figures fonda-
mentales trois faisceaux de plans, et forme un terve en associant

474) J. reine angew. Math. 104 (1889), p. 211; 106 (1890), p. 30, 316; 107
(1891), p. 162; 108 (1891), p. 89. Cf. K. Zindler, id. 111 (1898), p. 803.

475) Une di ion analytique app die de cette correspondance a été
faite par (. Le Paige (Mém. couronnés et savants étrangers Acad. Belgique in 4°,
42 (1879), mém. n* 4 (mém. sur quelques applications des formes algébriques 4 la
géométrie)], par ¥ Folie et C. Le Paige [Mém. Acad. Belgique 43 (1882), mém.
n® 7; 45 (1884), mém. n° 1]; voir wussi C' Le Paige, Mém. Soc. sc. Liége (2) 10
(1883), mém. n° 2; Bull. Acad. Belgique (3) 5 (1883), p. 25, 85.

476) Diss. Berlin 1862.
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les trois plans de ces faisceaux qui projettent un méme point d'un
plan fixe donné.

Une étude géométrique plus approfondie de la correspondance
homographique trilinéaire a ét6 ensuite entreprise par F. Schubertd™),
qui, comme procédé le plus simple pour engendrer cette correspon-
dance, choisit trois ponctuelles quelconques g, ¢, g” et forme un terne
avec les trois points ot leurs bases sont coupées par un plan variable
issu dun point fixe §; ainsi apparait immédiatement que, si on laisse
fixe un point M de I'une de ces ponctuelles, les points 3’ et M" qui
lui sont associés dans les deux autres ponctuelles sont en correspon-
dance projective. Un cas particulier remarquable signalé par H. Schubert
est celui de trois ponctuelles g, g', g placées dans un méme plan, dont
les points associés M, M', M” sont assujettis & la seule condition
d'étre en ligne droite; on dit alors que la correspondance trilinéaire
est alignée (geradlinig); et ce cas remarquable joue, dans la question
qui nous occupe, le méme role que celui des ponctuelles perspectives
dans I’étude générale des ponctuelles homographiques.

La méme étude a été reprise et complétée, plus récemment, &
un point de vue mi-partie géométrique, mi-partie analytique, par
F. London*™).

Les propriétés capitales de la correspondance homographique tri-
linéaire sont les suivantes. Nous les énoncerons en nous plagant
seulement dans le cas od la correspondance est établie entre trois pone-
tuelles g, ¢, 4"

1°) 11 existe sur chacune des trois droites deus points singuliers,
Set I sur g, 8 et T’ sur ¢, S” et T” sur g”, et ces points se
groupent par paires de six maniéres différentes, chaque paire étant
formée de deux points appartenant 4 deux bases différentes et repré-
sentés par deux lettres différentes; le caractdre essentiel de ces points
singuliers est que le point de la troisitme base qui doit former un
terne de la correspondance avec les deux points singuliers d’une méme
paire reste complétement indéterminé sur cette troisibme base.

Si les deux points singuliers d'une méme base sont confondus,
il en est de méme des deux autres points singuliers de chacune des
deux autres bases. Le champ de ternes est alors appelé singulier.

JLorsque la correspondance est établie entre éléments réels seulement,
les points singuliers peuvent étre réels ou imaginaires; mais, dans tous
les cas, ils sont tous de méme nature, tous réels ou tous imaginaires*

477) Math. Ann. 17 (1880), p. 467. H. Schubert envisage €galement, dane

son étude, les cas de dég de la P trilinéaire.
478) Math. Ann. 44 (1894), p. 875.
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2°) Le produit des trois rapports anharmoniques formés, chacun
sur une des trois bases, par les deux points singuliers de cette base
et les points appartenant 3 deux ternes de la correspondance, est
toujours égal & un™).

3°) La correspondance trilinéaire entre trois droites d’un méme
plan est alignée dés que les points singuliers sont tous placés aux
sommets du triangle formé par ces trois droites, et que les points
dun seul terne de la correspondance sont eux-mémes alignés.

4°) Si h, W, K’ sont trois ponctuelles, respectivement en corres-
pondsnce homographique avec trois autres ponctuclles g, 7', g7, les
trois premidres seront encore em correspondance trilinéaire dés que
g, 9, 4" le seront,

Ces deux dernibres propositions permettent de ramener, d’une
fagon simple, les propriétés générales de la correspondance trilinéaire
générale & celles de la correspondance trilinéaire alignée; elles donnent,
par exemple, le moyen de construire un nouveau terne d’une corres-
pondance dont on connait les points singuliers et un premier-terne.
On peut, dans cette construction, remplacer une paire de points singu-
liers par deux ternes: il en résulte que toute correspondance trilinéaire
est completement définie lorqu'on en connait sept ternes, et gu'un
huitieme terne quelconque peut alors étre construit i laide de la
régle seulement®’),

5°) Les points M’ et M des droites g’ et g” qui forment un
terne de la correspondance avec un méme point fixe M de la droite
¢ sont en correspondance homographique; par suite, ainsi que la
fait observer F. London, la correspondance trilinéaire peut &ire en-
visagée comme formée par un faiscean de projectivités entre les ponc-
tuelles g’ et g, les projectivités de ce faisceau étant elles-mémes
rapportées projectivement aux points de la ponctuelle g.

Dans ces conditions, les éléments singuliers de g sont les points
pour lesquels la projectivité correspondante est évanouissante. Lorsque
ces éléments se confondent, il en est de méme, avons-nous vu, pour

479) Ces deux premilres propriétés sont déja mentionnées par IF. Awgust,
Diss. Berlin 1862.

480) Cotte conmstruction est signalée, par exemple, par C. Le Paige {Bull.
Acad. Belgique (3) 5 (1883), p. 25, 86]. Dans ce mémoire, l'auteur partage les
correspondances trilinéaires en plusieurs classes, en rattachant chacune d'elles a
une surface du troisitme ordre qui, suivant la classe, est indécomposable, ou
se décompose en un plan et une quadrique indécomposable, ou enfin se réduit
@ trois plans.

F. London [Math. Ann. 44 (1894), p. 375] donne également la méme cons-
truction.
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les éléments singuliers des autres bases; de plus, la correspondance
alignée 1 laquelle peut se ramener la correspondance trilinéaire, comme
il a été dit au 4°), est alors formée avec trois droites concourantes.

6°) Toute correspondance homographique trilinéaire comprend des
ternes formant ce que F. London appelle une suite unicursale de ternes
(unikursale Tripelreihe), en entendant par la les éléments de trois
ponctuelles, homographiques deux & deux, placées respectivement sur
les trois droites g, g, g". Ces suites unicursales se répartissent en
deux résenux. Chaque suite de l'un quelconque de ces réseaux
dépend de deux arbitraires; elle est completement définie lorsqu'on en
connait deux ternes. Deux suites appartenant & un méme réseau ont
un terne commun; deux suites appartenant & deux réseaux différents
en ont deux.

Dans le cas ot la correspondance trilindaire est alignée, 'nin des
réseaux correspond aux ponctuelles homographiques tracées sur les
bases g, ¢, g” par les tangentes a une conique queleconque inserite dans
le triangle formé par g,g’,¢"; le second réseau correspond aux pome-
tuelles tracées par les droites issues d'un point fixe quelcongue.”

G. Castelniovo®®t) a étudié la correspondance trilinéaire entre trois
séries de points appartenant tous & une méme cubique gauche; il
engendre cette correspondance en choisissant trois cordes fixes mais
arbitraires a, b, ¢ de la cubique, et en projetant sur la cubique elle-
méme, de ces trois cordes prises pour axes de projection, un méme
point P d’un plan z, ce qui donne les trois points P,, P,, P, for-
mant un terne quelconque de la correspondance; et inversement,
toute correspondance trilinéaire sur la cubique peut 8tre engendrée de
cette maniere, 'une des trois cordes @, b, ¢ pouvant méme &tre choisie
arbitrairement.

G- Castelnuovo donne en outre des constructions relatives & cette
correspondance trilinéaire sur une cubique gauche, dans les trois cas
olt lon donne soit un terne et six éléments singuliers, soit trois
ternes et quatre éléments singuliers, soit cing ternes et deux éléments
singuliers.

1l envisage enfin les ensembles de ternes, dont chacun dépend
d’une arbitraire, qui correspondent aux cas ou le point P déerit une
droite ou une conique du plan =, et établit & ce sujet une série de
propositions intéressantes.

181) Atti Ist. Veneto (6) 6 (1886/7), p. 1041, Voir aussi, F. Aschieri [Reale
Ist. Lombardo Rendic. (2) 23 (1890), p. 812] et F. Deruyts [Bull. Acad. Belgique
(3) 17 (1389), p. 312/29.
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G. Hauck®®®) a étudié les relations métriques qui se présentent
dans une correspondance homographique trilinéaire. Il engendre cette
correspondance en projetant un méme point d’un plan sur trois droites
de ce plan, de trois points de vue pris également dans ce plan. Il
met ainsi en évidence sur chaque droite, sur g par exemple, un
point P, qu’il appelle point de fuite de cette droite, lequel forme un
terne avec les points & linfini P} et P des deux autres droites g et
9" Les trois points de fuite P, P’, P” et les points singuliers S et
T, 8" et T7, 8" et T” sont liés par les relations

SP:PT=8SFP :PIT'=S8"P':P'T",
et G. Hauck désigne sous le nom de caractéristique de la correspon-
dance la valeur commune de ces trois rapports. La correspondance
est completement définie par ses six points singuliers et la valeur de sa
caractéristique. Certaines valeurs particulitres de cette caractéristique
correspondent 4 des cas remarquables que G. Hauck met en évidence.

On peut envisager simultanément, sur les mémes séries d'éléments,
deux correspondances homographiques trilinéaires. Les travaux de
F. London montrent que ces deux correspondances en définissent une
infinité formant un faisceau, et qu'il existe une infinité de ternes
communs & toutes ces correspondances, chacun de ces ternes dépen-
dant d’une arbitraire. Par opposition & ce qu'il désigne, comme on
I'a va plus haut, sous le nom de suite unicursale de ternes, F. London*%)
dit que les ternes communs & toutes ces correspondances forment une
suite bicursale, pour cette raison que chaque élément d'une des trois
bases fait partie de deux ternes de la suite, alors qu'il ne fait partie
que d'un seul terne d’une suite unicursale; ,C. Le Paige dit ,une homo-
graphie du troisidme ordre et du premier rang®.

De la méme fagon, on peut envisager simultanément trois champs
de ternes, lesquels définissent un réseau de correspondances trilinéaires.
Dans un résean, il existe six ternes communs & toutes les correspon-
dances du réseau, et ces six ternes dépemdent les uns des autres, de
telle fagon que la connaissance de cing d'entre eux permet de cons-
truire le sixizme & l'aide de la régle seulement!®t).

482) J. reine angew. Math. 108 (1891), p. 25. G. Huuck envisage aussi une
correspondance homographique trilinéaire entre figures fondamentales de rang
deux; voir & ce sujet D'article 1II 10.

483) Math. Ann. 44 (1894), p. 878.

484) Cf. ¥. London, Math. Ann. 45 (1894), p. 546. I'. London raméne a ce
probléme la construction du neuvitme point d’intersection de deux cubiques
planes dont on donne les huit premiers points d'intersection, ainsi que celle du
huiti¢me point commun 4 trois quadriques dont on connait sept points communs.
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F. London a fait en outre P'étude des correspondances trilinéaires
évanouissantes et mis en évidence leurs propriétés exceptionnelles.

Enfin, H. Schubert*®®) a iraité le problme de la projectivité re-
lativement aux correspondances homographiques trilinéaires.

On peut concevoir des correspondances trilinéaires entre éléments
d'une méme figure. C'est ce qui a 6té fait, comme on 'a vu plus haut,
par G. Castelmiovo, qui envisage trois séries de points appartenant & une
méme cubique gauche. B. Klein®®) étudie le cas ot deux des trois
figures seulement, g’ et ¢, se confondent; chaque point 4 de g cor-
respond ainsi & une correspondance homographique entre deux ponc-
tuelles superposées et aux points doubles de cette homographie; il
réalise ainsi le type le plus général de la correspondance (1, 2) entre
un point A d'une droite g et un point A’ d'une autre droite g¢'.

B. Klein imagine ensuite que les trois séries se confondent; pre-
nant alors pour leur support commun une conique, il obtient une
correspondance involutive dont la représentation la plus simple est
constituée par les trois sommets d'un triangle variable circonserit &
une autre conique; il I'appelle correspondance #rilinéaire symétrique
(trilinear symmetrisch) et l'applique & des problmes du troisieme
ordre®®7),

On doit & C. Le Paige*®) et Em. Weyr'®s) un essai de générali-
sation d'une correspondance trilinéaire; ils envisagent, & un point de vue
analytique d'ailleurs, des horographies d'ordre et de rang quelconques.
Em. Weyr considére principalement le cas od ces homographies de-
viennent involutives.*

26. Les correspondances quadratiques les plus simples. On
rencontre un premier exemple®®) de correspondance quadratique, établi

485) Progr. Hambourg 1882.

486) Theorie der trilinear-symmetrischen Elementargebilde, Habilitations-
schrift, Marbourg 1881.

487) Voir B. Klein**®} et Ann. mat pura appl. (2) 18 (1890), p. 213.

488) Mém. Soc. se. Liége (2) 10 (1883), mém. n° 2.

488%) Id. (2) 10 (1883), mém. n° 8.

489) On en trouve d'auires exemples, établis par des méthodes analytiques,
dans les travaux de J. Plicker [J. reine angew. Math. 5 (1830), p. 28; Wiss. Abh.
1, Leipzig 1895, p. 148] et ceux de L. I Magnus [J. reine angew. Math. 8 (1832),
p.51]. ,Le premier est amené, par la considération d'un systéme de coordonnées
trilinéaires, & associer une droite A une conique circonserite & un triangle; il
en déduit un mode de transformation des figures.* Le second se propose de
trouver la eorrespondance ponctuelle biunivogque la plus générale et, admettant
par erreur que la condition d’étre biunivoque se traduit par des relations bili-
néaires entre coordonnées, il obtient ainsi, comme unique solution, une corres-
pondance gquadratique.
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par des considérations purement géométriques, dans les travaux de
J. Steiner*®). 11 consiste & faire correspondre entre eux les points de
deux plans et «’ par la condition que la droite qui joint deux points
homologues P et P’ s'appuie sur deux droites directrices fixes.

J. Steiner constate qu'il_existe dans chacun des deux plans trois
points princip (ou fond taux), pour chacun desquels le point
homologue de I'autre plan n'est plus déterminé et reste arbitraire sur
une droite (droite principale ou fondamentale), puis qu'une droite quel-
conque d de Vun des deux plans se transforme en une conigue cir-
conserite au triangle formé par les points principaux (triangle prin-
cipal); plus généralement, qu'une courbe quelconque ¢, d'ordre =, se
transforme, dans le cas général, en une courbe ¢’ d'ordre 2% ayant un
point multiple d'ordre # en chacun des points principaux, le degré de
cette courbe ¢’ s'abaissant de » unités si la courbe ¢ passe par un des
points principaux en admettant ce point comme point multiple d’ordre v.

J. Steiner constate également que tout faisceau de rayons ayant
pour sommet un point principal correspond & un autre faisceau ayant
encore un point principal pour sommet et que les rayons homologues
de ces deux faisceaux sont en correspondance homographique, puis,
plus généralement, qu'un faisceau de rayons ayant pour sommet un
point quelcongue se iransforme en un faisceau de conigues auquel il
est rapporté projectivement.

Ce méme exemple de correspondance quadratique entre deux plans
a ét6 repris et étudié & nouveau par A. Tramson'®) qui Lappelle pro-
jection gauche ,ou perspective quadratique, et qui examine en particulier,
sous le nom de transformation gauche, la transformation plane qui
g'en déduit lorsqu'on ameéne les deux plans primitifs & coincider en
les faisant tourner autour de leur droite d'intersection.”

Dans cet exemple, la correspondance entre deux points homologues
P et P’ gétablit & l'aide d'une congruence linéaire, dont les deux
directrices sont réelles et distinctes, la droite qui joint les deux points
P et P’ appartenant & cette congruence.

On peut envisager en outre, avec E. Vessiot**?), le cas plus général
ot d'une part la congruence linéaire est quelconque, ses directrices
étant réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues, et ot d'autre
part, la droite d'intersection des deux plans reucontre ou ne rencontre
pas l'une ou l'autre de ces directrices.

490) System. Entw.19%), p. 251; Werke 1, p. 407.
491) Nouv. Ann. math. (2) 4 (1868), p. 385; (2) 5 (1866), p. 63.
492) Bull. Soc. math. France 22 (1894), p. 209.
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La perspective quadratique de 4. Transon étant ainsi généralisée,
E. Vessiot montre que toute correspondance quadratique peut &tre
réalisée par une perspective quadratique suivie d'une perspective
linéaire.

Une seconde maniére de construire géométriquement une correspon-
dance quadratique & ét6 donnée par F. Seydewitz***). Dans chacun des
deux plans x et #, il envisage deux faisceaux de rayons de sommets S et
T dans le plan «, S’ et 7" dans le plan z'; il rapporte projectivement
le faisceau S au faisceau S’ le faisceau 7' au faisceau 71”; la corres-
pondance entre deux points P et P’ des deux plans s'établit alors par
la condition que les rayons SP, 7P soient respectivement les homo-
logues des rayons S’ P, T"P".

F. Seydewits établit de cette fagon que la correspondance est
completement définie par les points principaux et un couple de points
homologues*®). Puis, envisageant surtout des formes particuliéres de
cette correspondance, considérée comme méthode de transformation des
figures, il en fait de trés nombreuses applications; il utilise par exemple
la correspondance particulitre dans laquelle les faisceaux S et T' sont
respectivement égaux & leurs faisceaux homographiques S” et T, au-
quel cas la droite de Dlinfini de chacun des deux plans se transforme
alors en un cercle; il étudie de méme les correspondances dans les-
quelles plusieurs points principaux d’'un méme plan se confondent.

Une troisidme maniére d'arriver & une correspondance quadratique
consiste & établir deux correspondances corrélatives entre un premier
plan = d’une part et deux plans superposés «, x* d’autre part; cela
étant, la relation qui existe entre un point P du plan = et le point
P, intersection des deux droites p’, p” qui correspondent & P dans
ces deux corrélations, est une correspondance quadratique.

Ce procédé, signalé d'abord par A. Jacobi'®), a 6té ensuite déve-
loppé avec plus de détails par G. Battaglini*®), puis par Th. Reye*™).

498) Archiv Math, Phys. (1) 7 (1846), p. 118; (1) 8 (1846), p. 1. Dans le cas
particulier od le rayon commun aux deux faisceaux S et 7' correspond dans
chacune des deux projectivités au rayon commun aux deux faisceaux S’ et 77,
on retombe sur le cas d'une correspond homograpt entre les deux
plans [n° 8]

G. Bauer [J. reine angow. Math. 69 (1868), p. 293] a aussi Tecours i cette
définition d'une correspond quadratique, et il en fait un principe fécond de
transformation des figures.

494) Voir aussi, 7. 4. Hirst, Nouv. Ann. math. (2) 5 (1866), p. 213.

495) J. reine angew. Math. 23 (1842), p. 243; 31 (1846), p. 76.

496) Giorn. mat. (1) 1 (1868), p. 321.

497) Z. Math. Phys. 11 (1866), p. 280. Voir aussi 4. Voss [id. 17 (1872),
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On en déduit, en particulier, la conséquence suivante: comme une
transformation corrélative est définie par huit couples de points con-
jugués, une correspondance guadratique est, & son tour, définie par
sept couples de points homologues®), cea sept couples déterminant
un faisceau de corrélations qui les admettent tous comme couples de
points conjugusés.

La théorie des faisceaux de corrélations est ainsi étroitement lide
a celle des correspondances quadratiques. Par exemple, le faisceau de
corrélations qui vient d'étre défini comprend trois corrélations dégé-
nérées; les points singuliers de celles-ei sont précisément les points
principaux de la correspondance quadratique®®).

De ce procédé pour engendrer une correspondance quadratique,
Th. Reye™) en a déduit un autre qui consiste & projeter une qua-
drique sur deux plans quelconques m, ', de deux points S, S’ pris sur
cette quadrique: les points homologues P, P* de ces deux plans sont
les projections d'un méme point de la quadrique.

L’étude de deux plans superposés m, «, reliés par une correspon-
dance quadratique, a fait 'objet de nombreuses recherches. Eun dehors
du cas le plus intéressant, celui ol la correspondance est involutive,

p. 376] et A. Milinowsks [J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 140] qui, par un
procédé analogue, rapportent projectivement un méme plan = & deux plans con-
fondus =’, #”, et font correspondre soit un point P du plan = 4 la droite qui
joint ses homologues des plans «', n”, soit une droite p du plan « au point
d'int tion de ses homologues des plans n’, #”’. On obtient ainsi, entre points
et droites, deux correspondances quadratiques que, par erreur, A. Milinowsks
regardait comme identiques. ,Cette erreur est relevée par R. Sturm [Math. Ann.
19 (1882), p. 471].*

498) La construction d'une correspondance quadratique, définie par sept
couples de points homologues, a été donnée par H. Schriter, J.reine angew.
Math. 62 (1868), p. 224. Voir aussi, F. London, Math. Ann. 38 (1891), p. 334,

499) T. A. Hirst [Proc. London math. Soc. (1) 6 (1873/4), p. 40] établit ce
réeultat par les méthodes de la géoméirie énumérative,

500) Z. Math. Phys. 11 (1866), p. 280. La génération indiquée par Th. Reye
est réversible. Elle met en évidence le fait remarquable que voici: deux gerbes
étant en correspondance quadratique, &'il existe sept rayons homologmes qui se
rencontrent, il en est de méme de tous les autres rayons homologues, et le lien
de leur point d’i tion est wne quadri passant par les sommets des deux
gerbes,

Voir aussi, au sujet de cette propriété, . Darbouz [Bull. Soc. philom. Paris
(6) fasc. b (1868), p. 72, 77] .qui en fait une application dans la construction
d'une quadrique définie par neuf points*

Voir également, B. Sturm [Math. Ann. 19 (1882), p.461] qui discute les rapports
de ces deux théories, celle des correspondances quadratiques et celle des faisceaux
de lati par les méthodes de la g trie énu: tive,
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les problemes qui ont été surtout traités sont ceux qui concernent la
recherche des points doubles de la correspondance, ou celie des couples
de points qui se correspondent doublement, ou plus généralement enfin,
colle des groupes cycliques d'ordre quelconque de la corresp

JTh. Reye®™) constate, dans le cas général, Yexistence de quatre points
doubles, réels ou imaginaires®, et celle d'un seul couple de deux points
R, R’ se correspondant doublement, ceux-ci étant les points doubles
d'une involution formée sur la droite RR' par les couples de points
U et V situés respectivement sur leurs droites homologues u,, v, dans
le faisceau de corrélations associées & la transformation quadratique.
S. Kantor®%) résout ces deux probldmes ,en étudiant deux courbes,
Pune, une cubique, lien du point M dont 'homologue M’ est aligné
avec M et -un point fize quelconque P, l'autre, une quartique, lieu
du point M, dont les deux homologues M, et M_, dans la correspon-
dance et dans la correspondance inverse, sont alignés avec le point P;
il constate en outre l'existence de deux groupes cycliques de trois
points5%)*

La correspondance quadratique involutive a été signalée en de
nombreuses circonstances. Il en existe deux types essentiellement
distinets.

Le premier, déja rencontré par G. Bellavitis®™), a été étudié avec
plus de développements par 7. A. Hirst®®) et C. F. Geiser®®). Il con-
siste en une généralisation de la transformation par rayons vecteurs
réciproques et fait correspondre entre eux les points P et P’ qui
sont alignés avec un point fixe S et conjugués par rapport & une
conique fixe *7)*

Le second type a été signalé par Th. Reye™@) qui le construit
en faisant une application particulitre de la méthode qui lui a servi

J

501) Z. Math. Phys. 11 (1866), p. 284.

502) Ann. mat. pura appl. (2) 10 (1880/2), p. 64.

503) Voir aussi 7. A. Hirst, Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 301.
Les résultats contenus dans cet article avaient 6t6 déja exposés oralement, en
1865, par I. A. Hirst [Report Brit. Assoc. 35, Birmingham 1865, éd. Londres
1866, Misc. communic. p. 6].

504) Nuovi saggi Accad. Padova 4 (1838), p. 243.

506) Proc. R. Soc. London 14 (1866), p. 92. Dans son travail, T. A. Hirst
donne une discussion compldte des courbes qui se transforment en elles-mémes
et de leurs propriétés capitales.

506) Mittheil. naturf. Ges. Bern 1865, p. 97.

507) Voir B. Igel, Z. Math. Phys. 17 (18172), p. 516.

508) Z. Math, Phys. 11 (1866), p. 301. L'exemple de Th. Reye est déja
signalé par F. Seydewstz, Archiv Math. Phys. (1) 6 (1844), p. 225.
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pour construire une correspondance quadratique plus générale; il fait
correspondre un point & lintersection de ses deux droites homologues
dans deux transformations par polaires réciproques. Le triangle fon-
damental est alors le triangle conjugué commun aux deux coniques
directrices de ces deux transformations.

A ce second type se raminent d’autres exemples assez nombreux
de correspondances quadratiques involutives.

Tel est d'abord celui de J.J. A. Mathien™®), qui désigne sous
le nom de points inverses par rapport & un triangle 4 BC, deux points
P et P’ tels que les droites P4 et P'A, PB ot P'B, PC et P'C
soient respectivement symétriques I'une de l'autre par rapport aux
bissectrices des angles en 4, B, C du trisngle.

Tel est aussi Pexemple indiqué par Cl. Servais®?) et J. Neuberg®'’*),
(qui considdrent deux involutions entre faisceaux de droites les uns
de sommet B, les autres de sommet C, et qui & un point P, inter-
section de deux rayons BP, CP, font correspondre le point P’, inter-
section des rayons BP’, CP’ respectivement homologues des précé-
dents dans les deux involutions.

Au méme type appartient également la correspondance entre
droites, ,appelées framsversales réciproques® par G. Gohierre de Long-
champs®?), ,droites qui rencontrent chacun des cotés d’un triangle
fondamental 4 BC' en deux points symétriques par rapport au milieu
de ce coté”

P. H. Schoute®™®) ,a montré qu'il me peut exister que ces deux
types de transformations quadratiques involutives, le premier, qu'il
appelle irrégulier, et le second, qu'il appelle régulier; il indique en
outre quels sont leurs caractéres essentiels* Dans chacun d'eux, il
existe un triangle fondamental 4 BC; chaque sommet de ce triangle
correspond, dans le type régulier, & tous les points du coté opposé,
tandis que, dans le type irrégulier, ceci n'arrive que pour un seul som-
met C, les deux autres sommets, 4 et B, correspondant respectivement &
tous les points des ¢otés CA et CB. ,Dans le type régulier, toute droite
issue d'un point fondamental 4, B ou C correspond involutivement
& une droite issue du méme point; dans le type irrégulier, toute droite
issue de C se correspond & elle-méme, tandis que les droites issues
de A correspondent homographiquement aux droites issues de B."

509) Nous. Ann. math. (2) 4 (1865), p. 393, 481, 529.
510) Mathesis (1) 7 (1887), p. 129.

510%) Mathesis (1) 8 (1888), p. 177.

511) Nouv. Ann. math. (2) 5 (1866), p. 119.

512) Assoc. fr, avanc. sc. 13 (Blois) 1884% p. 42.
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On doit & 4. del Re®®) une correspondance quadratique entre
points et droites formant un systéme focal. Elle consiste & rapporter
projectivement un faisceau de droites S & une ponctuelle u, et & faire
correspondre un point queleonque P & la droite qui joint ce point P
& Ihomologue du rayon SP dans la ponctuelle %®¢),

L’étude des dégéné de correspondances quadratiques a
été faite, ,par les méthodes de Is g trie énumérative,” par H.
Schubert®1®).

En ce qui concerne les syst de correspond quadratigues,

il n'y a & signaler que les deux propositions suivantes, dues & E. Du-
porcg®®): si deux correspondances quadratiques entre les mémes plans
x et «' ont cing couples de points homologues communs, elles en ont
un sixidme; si les deux correspondances ont en commun six couples
de points homologues, placés dans une disposition quelconque, elles en
ont une infinité dépendant chacun d'une arbitraire.

Si I'on définit ces deux correspondances quadratiques, conformé-
ment & une méthode signalée plus haut, en établissant deux corres-
pondances corrélatives entre les plans = et a’, pour la premitre, puis
deux autres encore pour la seconde, la premitre de ces deux pro-
positions résulte d'un théoréme de A. Clebsch, signalé au n° 24, relatif
4 la multiplicité & trois dimensions formée par les corrélations qui
ayant cing couples de points conjugués donnés, en admettent un
sixidtme. Les deux propositions sont méme équivalentes.

513) Rendic. Accad. Napoli (2) 3 (1889), p. 101,

514) Signalons encore une construction particuliere des correspondances
quadratiques, due & F. Nicoli, Memorie Accad. Modena (2) 7 (1890), p. 253.

516) Mitt. math. Ges. Hamburg 1 (1881/9), p. 31 [1882].

516) C. R. Acad. sc. Paris 126 (1898), p. 1405. E. Duporcq rattache ces pro-
positions & une importante proposition de cinématique: si un plan se déplace
de telle fagon que cing de ses points restent sur des sphéres ayant leurs centres
dans un méme plan, il en est de méme d'un sixidme point du plan mobile [cf.
V 6, n** 14 et suiv.].



IIT 9. CONFIGURATIONS.

Expos¥, D'APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE E. STEINITZ (BRESLAU)
PAR B. MERLIN (GaxD).

1. Définitions et motations, Considérons nn point et une droite.
Si Yon n’envisage que les positions relatives de ces deux éléments,
deux cas peuvent se présenter. Ou bien le point se trouve sur la
droite et les deux Eléments somt dits incidents ou unis. Ou bien le
point est en dehors de la droite et les denx éléments sont dits sépards.
JDeux éléments unis seront dits constituer une incidence ou un couple.
5i un méme élément est uni & p autres éléments, il formera avee ces
derniers p couples.*

Un groupement de points et de droites du plan est supposé donné,
lorsqu'on en a fait connaitre les éléments incidents.

Par définition, deux systemes d’éléments offrent des groupements
équivalents, quand on peut établir entre les éléments de lun et ceux
de l'autre, wne correspondance univogue telle, qu'a un point corresponde
un point; & une droite, une droite et & deux léments incidents, deux
éléments incidents; et réciproquement. L’homographie nous fournit des
exemples de groupements équivalents. Mais cette transformation n’est
évidemment pas la plus générale qui permette de passer d'un groupe-
ment & un autre équivalent.

Deux groupements sont dits réeiprogues, quand on peut faire cor-
respondre aux points et aux droites de I'une des figures, respective-
ment ¢t univoquement, les droites et les points de lautre, de telle
fagon qu'd deux éléments incidents correspondent deux éléments in-
cidents, et réciproquement. ,En particulier, la transformation corré-
lative donne des exemples de groupements réciproques.*

Une configuration plone est un groupement formé d'éléments situés
dans un méme plan et tel, que par chaque point passe un méme
nombre de droites et que sur chaque droite se trouve un méme nombre
de points. FElle se représente par un symbole de Ia forme (s, ),
p désignant le nombre de points et d le nombre de droites de la
configuration; ¢ le nombre de droites qui passent par un méme point
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et « le nombre de points situés sur une méme droite!). Les quatre
nombres p, 8, d, x qui composent ce symbole satisfont évidemment &
la relation suivante:

pd=dx.
Dans le cas particulier od p = d —n, on déduit de la relation pré-
cédente § = — v, et la configuration correspondante se représente
communément par le symbole plus simple »,?).

,5i nous nous plagons dans D'espace, un point et un plan forme-
ront des éléments wnis ou sépares, suivant que le point est ou nest
pas dans le plan; une droite et un plan seront unis ou sépards suivant
que la droite est ou non dans le plan.*

Généralisant les notions précédentes, une configuration de l'espace
(4, B, C‘f)“ désignera un groupement formé de 4 points, de B
droites et de C plans de l'espace E, a trois dimensions, tel que ehaque
point s’y trouve uni & b droites et & p plans, chaque droite & ¢ plans
et & & points, chaque plan & a points et & § droites.  Entre los nenf
nombres qui figurent dans ce symbole, existent les relations suivantes:

A4b=DBea, Be=0p, Ca=Ay’

Ajoutons qu'une configuration de l'espace ne doit pas nécessairement
renfermer trois espsces d’éléments. ,Par exemple (4,, C,) représente
une configuration formée seulement de points et de plans.*®)

Les notions -qui précdent sont susceptibles de généralisations
immédiates. Tout d'abord, elles s'étendent naturellement & un espace
& un nombre quelconque de dimensions. Ensuite, aux éléments fon-
damentaux, points, droites et plans, on peut adjoindre d’autres éléments
tels, par exemple, que des. courbes et des surfaces d'espaces détermi-
nées. Enfin la considération d’éléments unis peut &tre remplacée par
celle d’éléments occupant d’autres positions relatives; c'est ainsi que,
dans le plan, on étudiera des configurations formées de droites et de
coniques, telles que chaque droite soit tangente 4 un méme nombre
de coniques et chaque conique i un méme nombre de droites. Toute-
fois, sauf indications contraires, le nom de configuration servira & dé-
signer un des groupements considérés en premier liew.

Les points, droites et plans qui composent une configuration en
constituent les éléments. En debors de ces derniers, il sen présente
d'autres dans l'étade d'une configuration, savoir les élgments diago-
naux. On entend par 1a les éléments qui sont déterminés par des élé-

1) J. de Vries, Acta math. 12 (1888/9), p. 63.
2) Th. Reye, Acta math, 1 (1882/3), p. 94.
3) J. de Vries, Sitzgsb. Akad. Wien 100 II* (1891), p. 822,
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ments de la configuration, tout en n'appartenant pas & celle-ci. Ainsi
une diagonale est une droite qui, sans faire partie des éléments de la
configuration, en joint deux points ou est commune & deux plans de
celle-ci. De méme, un plan diagonal est un plan qui, sans appartenir
A la configuration, en contient ou trois points non en ligne droite, ou
une droite et un point séparés, ou deux droites. Un point diagonal est
un point qui ne se trouve pas parmi les points de la configuration
et qui est uni soit & trois plans non unis & une méme droite, soit &
une droite et & un plan séparés, soit & deux droites.

Considérons & présent une configuration (4;, 2;) telle que les
points 1 et 2 soient sur la droite I et les points 3 et 4 sur la droite 1L
A cette configuration faisons correspondre la permutation

1234111,

que l'on pourra appeler la permutation principale. Ecrivons ensuite
une nouvelle permutation des mémes chiffres, les chiffres arabes étant
permutés entre eux ainsi que les chiffres romains. Diailleurs, Mune
des permutations partielles nouvelles ou les deux pourraient &tre iden-
tiques respectivement & l'une des permutations partielles anciennes ou
aux deux. Soit

3421 11

cette permutation. Nous lui ferons correspondre une transformation
de la figure en elleméme: le point 1 de la premiére figure ayant pour
transformé le point 3 de la seconde; le point 2, le point 4, etc; la
droite I, la droite II; et la droite II, la droite I Remarquons que les
points 1 et 2, qui se trouvent sur la droite I dans la premiére figure,
ont pour transformés dans la seconde figure, les points 3 et 4 situés
sur la droite II, transformée de la droite I. De méme 3 et 4 situés
sur 11, ont pour transformés 2 et 1, situés sur I transformée de 1. La
permutation considérée fait donc correspondre d’une maniére univoque
un point de la configuration & un point de cette méme configuration,
une droite & une droite, de telle sorte qu'a deux éléments unis corres-
pondent deux éléments unis.

Une configuration quelconque étant donnée, on peut, en procé-
dant comme nous venons de le faire dans un cas particulier, lui ad-
joindre des permutations® Celles d'entre elles qui conservent la pro-
priété des éléments unis, ,ou en d’autres termes, celles qui transforment
un couple en un couple, forment un groupe*, que on appelle le groupe
des permutations de la configuration®).

4) A. Schocnflies, Math. Ann. 31 (1888), p. 43.
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Tl existe dailleurs des permutations ne rentrant pas dens ce
groupe. Reprenons, en effet, la configuration (4;, 2;) choisie plus haut,
et écrivons la permutation

1324 II1,

laquelle fait correspondre aux éléments umis 1 et I, les éléments
séparés 1 et IT; aux éléments unis 4 et II, les éléments séparés 4 et L
Nous aurons un exemple de permutation n'appartenant pas & la con-
figuration.”

J8i la configuration est réciproque & elle-méme, on pourra ajouter
aux permutations envisagées plus haut celles obtenues en faisant
correspondre aux chiffres romains les chiffres arabes eb réciproque-
ment. Ces permutations s'appelleront des réciprocités. A toute per-
mutation, du premier type, c'est-d-dire & toute permutation proprement
dite de la configuration correspondra alors une réciproeité de celle-ci et
inversement.* L’ensemble des permutations de la configuration formera
par suite un groupe d’ordre double.

Les considérations précédentes s'étendent d’elles-mémes aux con-
figurations de T'espace.

Si I'on permute séparément les points, les droites ou les plans,
il y aura lien denvisager, en général, trois groupes de permutations
attachés respectivement aux points, aux droites et aux plans. Dans
tous les cas dignes de retenir L'attention, ces groupes sont holoédriques
isomorphes.

Deux &léments qui se transforment l'un dans lautre dans au
moins une permutation de la configuration sont dits similaires. Con-
sidérons, par exemple, un polygone plan de n cotés. Les sommets et
les cotés de ce polygone forment une configuration n,, qui se trans-
forme en elleméme dans 27 permutations. Tous les sommets sont
similaires deux & deux, ainsi que toums les cotés. Considérons encore
la configuration Ty, formée par les sommets et les eotés d'un triangle
et d'un quadrilatére Cette configuration admet 6 ><8 ou 48 permu-
tations, les sommets du triangle sont similaires deux & deux, car deux
sommets quelconques se correspondent dans 2 >< 8 ou 16 permutations.
De méme, deux sommets queleonques du quadrilatére sont similaires,
car ils se correspondent danms 2 >< 6 ou 12 permutations. Mais aucune
permutation de la configuration ne fait correspondre un sommet du
triangle & un sommet du quadrilatére; par suite deux tels sommets
ne sont pas similaires

D'une manitre analogue, on dira de deux couples quils sont
similaires si les éléments qui comstituent l'un d'eux sont respective-
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ment les transformés des éléments de Vautre dans une, au moins, des
permutations de la configuration.*

Dans le cas od les éléments d'une espece jouissent de la pro-
priété d’étre similaires deux & deux, leur groupe de permutations est
évidemment transitif. Il ne s'ensuit naturellement pas qu'il en est
de méme pour les éléments d'une autre espice®). ,D'une manibre
analogue, si les éléments de méme espéce sont similaires deux & deux,
on ne pourra pas en conclure que les couples sont similaires deux a
deux %).*

Lorsque tous les groupes de permutations d'une configuration
sont transitifs, celle-ci est dite régulizre?).

La notation (p;, d,) ou (4, BY, C7) ne suffit pas en général & ca-
ractériser une configuration déterminée. Aussi, dans le cas d’une con-
figuration plane, laquelle ne renferme que deux espices d’éléments,
emploie-t-on habituellement la représentation suivante.

Les éléments d’'une méme espéce sont représentés par des nombres
entiers, ceux-ci étant pris autant de fois qu'il y a déléments de Pautre
espece unis 3 un méme élément de la premitre. On range ensuite les
nombres obtenus en autant de colommes quil y a d’éléments de la
seconde espece, de telle maniére que les nombres représentant les élé-
ments de la premiére unis & un méme élément de la seconde se trou-
vent dans une méme colonne. Par exemple, le tablean

1234 123 4 123 4 1234
5678 658 7 7856 8 765
9999 101010 10 11111111 12121212,

représente une configuration plane particuliere, (12,,16,) ou (164,12,),
selon que les nombres de 1 & 12 désignent des points ou des droites.
Un pareil tableau jouit de certaines propriétés, & savoir:

1°) chaque colonne se compose d'un méme nombre de nombres;

2°) les nombres d’'une méme colonne sont différents;

3°) un nombre quelconque figure dans un méme nombre de
colonnes;

4°) deux eolonnes ont an plus un nombre en commun.

Tout tableau jouissant des quatre propriétés préeédentes sera aussi
désigné sous le nom de configuration, ou mieux de configuration

5) J. de Vries a donné des exemples de configurations planes dont les
points sont similaires deux & deux et qui présentent plusieurs espéces de droites.
Acta math. 12 (1888/9), p. 75.

6) E. Steinitz, Archiv Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 289.

7) A. Schoenflies, Math. Ann. 31 (1888), p. 43.
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schématique, que ce tableau corresponde ou non i une configuration
réalisable géométriquement.

2. Note historique. Probldme de Reye sur les configurations.
Méthode de recherche. En dehors des cas banaux, en connait depuis
longtemps deux configurations planes, la configuration de Desargues
et celle de Pascal.

La premiere est une configuration 10,. On la définit en considé-
rant deux triangles homologiques. Les six sommets de ces triangles,
le centre d’homologie et les trois points de rencontre des cdtés homo-
logues fournissent les dix points de la configuration. Quant aux dix
droites, clles se composent des six cdtés des deux triangles, de Yaxe
d’homologie et des trois droites joignant les sommets homologues.

La seconde est une configuration 9;. Pour la définir, tragons denx
droites dans le plan et construisons un hexagone dont les sommets
se trouvent alternativement sur l'une et sur l'autre de ces droites.
Nous savons, que les cdtés opposés d'un tel hexagone se coupent en
des points situés sur une méme droite, appelée droite de Pascal. Cela
étant, la configuration de Pascal est formée par les sommets et les
eotés de Thexagone, par les points d'intersection des cotés opposés,
par les deux droifes tracées tout d’abord et par la droite de Pascal.

Au commencement du 191me sidcle, J. V. Poncelet®) avait remarqué
que les douze centres de similitude de quatre spheres prises deux a deux,
les seize axes d’homothétie de ces spheéres comsidérées trois & trois,
les huit plans d’homothétie et les quatre faces du tétraddre formé par
leurs centres, constituent une configuration (12§, 16, 124). J. Steiner®)
montra que les 27 droites d’'une surface du troisidme ordre, leurs
points d'intersection et les plans qui contiennent trois d’entre elles,
forment une configuration (185§, 271°, 45%). Il fit remarquer de plus,
que Von peut en déduire une configuration (1355, 7208, 453%), en
substituant aux 27 droites les diagonales suivant lesquelles se coupent
les 45 plans de la premiére configuration.

En 1845, 4. Cayley'®) avait déja fait connaitre une classe étendue
de configurations, mais ses recherches furent peu remarquées. Aussi,
lorsque Th. Reye'') eut appelé l'attention des mathématiciens sur ces

8) Traité des propriétés projectives des figures, Paris 1822, p, 409,

9) J. reine angew. Math. 53 (1857), p. 135.

10) Id. 31 (1846), p. 213.

11) Tout d’abord dans son ouvrage: Geometrie der Lage (2° éd.) 1, Hanovre
1877, p. 4. Le nom de configuration ne s'appliquait i l'origine qu'sux confi-
gurations comprenant un méme nombre de points et de droites, ou de points et
de plans.
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gronpements remarquables, auxquels il donna le nom de configurations,
les configurations cayleyennes [n° 15] furent-elles découvertes i nou-
veau par S. Kantor, H. Schubert, G. Veronese et d’autres.

C'est Th. Reye qui le premier entreprit I'étude systématique des
configurations. Le probleme qu'il g'est tout d’abord proposé est la
détermination de toutes les configurations désignées par un méme
symbole donné: (py, d,) ou (47, BY, C7).

Considérons, par exemple, le cas des configurations planes. La
premitre recherche qui se présente naturellement dans cette étnde, a
pour but la construction de toutes les configurations schématiques
correspondant au symbole donné. Les résultats seront ensuite discutés
de fagon & éliminer les configurations qui ne pourraient dtre réalisées
géométriquement. A ce propos, il est nécessaire de définir, d'une manisre
précise, ce que I'on entend par configuration réalisable géométriquement.
La définition qui se présente d'elle-méme & l'esprit est la suivante:
une configuration (py, d,) est dite réalisable géometriquement, ,ou plus
simplement géomeétrique,” lorsqu'on peut construire p points et & droites
distinctes, de telle sorte que par chaque point passent & droites distinetes
parmi les d, et d seulement, et que sur chaque droite se trouvent =
points distincts parmi les p, et = seulement.

Une configuration schématique n'est pas toujours réalisable géo-
métriquement. ,II se peut, en effet, qu’on ne puisse pas construire autant
de droites et de points distinets que lindique la configuration sché-
matique, de manidre 3 réaliser géométriquement les couples contenus
dans celle-ci; ou bien encore gue, pour rendre cette construction pos-
sible, il faille introduire d’autres couples que ceux que Pon rencontre
dans la configuration schématique. Par exemple, la configuration 7,
est réalisable schématiquement de la fagon suivante:

123 1234
456 6455
312 7776,

mais elle n'est pas géométrique. En effet, remarquons que les points
1, 2 et 3 ne peuvent étre choisis en ligne droite, sinon les droites
251 et 362 ne seraient pas distinetes. Ensuite, d'aprés le tableau
schématique, le point 5 se trouve sur la droite 12, le point 4 sur
la droite 13 et le point 6 sur la droite 23. La derniere colonne
montre que, en outre, les points 4, 5 et 6 sont en ligne droite.
Donc les points 1, 2 et 3 sont les sommets d'un triangle et 4,5, 6
sont trois points pris respectivement sur les cotés opposés de manidre
& se trouver en ligne droite. On en conclut, par la géométrie élé-
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mentaire, que les droites 16, 24, 35 ne peuvent se couper en un
méme point 7, comme lexige la configuration schématique. Celle-ci
n'est donc pas géométrique.
De la définition de la configuration géométrique il résulte encore
que, par exemple, la configuration schématique
1 2 3 45 6
6 4 51 2 3

nest pas réalisée géométriquement par les somwets 1, 2, 3, les cotés
12,238,31 d'un triangle et les points 4, 5, 6 situés respectivement
sur les cotés opposés aux sommets 1, 2, 3, joints aux trois droites
14, 25, 36. En effet, cette figure contient des couples étrangers a
ceux de la configuration schématique. La figure montre que 2 est
uni 3 16,1 & 835 et 3 a 24. Dailleurs cette configuration est réa-
lisée géométriquement par les sommets et les cotés de l'hexagone
quelconque 1635241°

On voit done que les conditions dexistence géométrique d'une
configuration sont plus restrictives que celles que nous avons énoncées
a propos des configurations schématiques.

En adoptant la définition qui précede, on est conduit & la re-
marque suivante.

JTout d’abord, il est évident que la transformation projective
n'altére pas les configurations. D'autre part, on sait qu'il existe toujours
une transformation projective et une seule qui fait correspondre & quatre
points d’un plan, tels que trois quelconques ne sont pas en ligne droite,
quatre points arbitraires satisfaisant anx mémes conditions.®

Cela étant, considérons une configuration géométrique (ps, d.)
contenant au moins quatre points vérifiant les conditions précédentes.
Nous pourrons choisir arbitrairement ces quatre points. Pour coms-
truire la configuration, il s'agira ensuite de déterminer p —4 nouveaux
points et d droites satisfaisant & un nombre d’équations pd = dx égal
au nombre de couples [n° 1]. ,La détermination d’'un point ou d’'une
droite dépendant, dans le plan, de deux paramétres,” une configuration
(ps, d,) ne sera, en général, réalisable géométriquement que si l'on
satisfait & l'inégalité

2(p+d) —pd—82>0.
Pour que la configuration soit géométrique, dans le cas on
2(p+d)—pd—8<0,
il faudra que, parmi les équations en nombre pd = d=x, il y en ait
au moins p& — 2(p + d) + 8 qui soient des conséquences des autres.
Ceci ne se présentera vraisemblablement que dans relativement peu
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de cas. Clest ce que Ton constate d’ailleurs, quand on se borne aux
configurations ne contenant qu'un petit nombre d’éléments. 1l sera
done naturel de s'occuper avant tout des configurations pour les-
quelles lexpression

2(p+d)—pé—8

—:[2(z+3)—n6~8:]

est positive ou nulle, ou encore, si l'on désire une condition ne liant
que les indices et =’ des configurations porr lesquelles l'inégalité

2@+ 9)— a6 >0

Lou

est vérifie.

Cest & propos du probléme de Reye que se développe 1'stude des
configurations. La plupart des mémoires se rapportent & des figures
formées de points, de droites et de plans, que l'on rencontre dans les
recherches géométriques. Les configurations régulidres y sont presque
exclusivement étudiées. On recherche notamment les circonstances
auxquelles est due l'existence de la configuration. Ces circonstances
généralisées conduisent naturelloment & des familles étendues de eon-
figurations,

Les méthodes qui permettent de déduire d’une configuration
plusieurs autres sont fort nombreuses’®); aussi devrons-nous ici nous
limiter aux principales. Parlons d’abord des deux procédés, dont I'un
consiste & supprimer, Pautre a adjoindre certains éléments.

Le premier conduit souvent i des configurations nouvelles par
Vemploi exclusif des méthodes de Panalyse combinatoire. D'ailleurs,
Pexamen du tableau schématique de la configuration primitive permet
de voir celles que Pon en peut tirer. J. de Vries'®), entre autres, a
étudié, & ce point de vue, les configurations cayleyennes. Il est & re-
marquer que, méme si la configuration primitive est générale, clest-
la-dire donne naissance & toutes les configurations d'une méme espice
par la variation des éléments qui peuvent &tre choisis arbitrairement
dans la construction, il n'en est pas de méme de la configuration dérivée.

Le second procédd fournit des configurations nouvelles en wutili-
sant, dans le plan, certaines propriétés des courbes du froisitme ordre
et, dans l'espace, la théorie des groupes finis de transformations pro-
Jjectives et decorrdlations.

En appliquant & une configuration de Pespace & » dimensions la

12) Au sujet de méthodes particulitres de cette espéce, consulter K. Zindler,
Sitzgsb. Akad. Wien 105 II* (1896), p. 311,
13) Math. Ann. 34 (1889), p. 297; 35 (1890), p. 401,
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méthode des projections et des sections, on peut étre conduit & des
configurations plus compliquées dans un espace & un nombre moindre
de dimensions.

A cdté de ce gemre de recherches, la détermination des con-
figurations schématiques correspondant & un symbole donné n’occupe
qu’une place restreinte. Dans le plan, par exemple, 'étude de ce dernier
probléme est presque exclusivement limitée aux configurations ng.

L’inégalité que T'on a supposée exister entre les indices est encore
satisfaite pour 6 =3, w—4 ou pour § =3, x =5 et pour & — 4,
# =3 ou pour § =5, x — 3. Il serait probablement avantageux de
traiter ces cas comme celui pour lequel 8 = v — 3, en essayant d’abord
de les former schématiquement, puisqu'il est & supposer que la plupart
des configurations schématiques seront réalisables géométriquement.

3. Formation des conflgurations schématiques planes corres-
pondent aux symboles ng. Par tout point d'une configuration 7y
passent, on le sait, trois droites sur chacune desquelles se trouvent
trois points. Une telle configuration comprend done au moins sept
points. Supposons, en premier lieu, n — 7, nous ne trouverons qu’une
seule configuration schématique. On arrive & la méme conclusion si
n—=8. S Kantor fut le premier a s'occuper de la détermination
systématique des configurations n, correspondant & une valeur donnée
de n. Il met en évidence Vexistence de 3 configurations 9; et de 10
configurations 10;). Sa démonstration fut complétée plus tard par
H. Schriter).

V. Martinetti'®) et R. Daublebsky von Sterneck'") résolurent ensuite
complétement le probleme, le premier dans le cas o # — 11, le second
dans celui o0 n = 12: ils trouverent respectivement 31 configurations
11, et 228 configurations 12, Toutes les configurations pour les-
quelles % <10 jouissent de la propriété d'étre réciproques & elles-
mémes. Cette proposition ne s'étend dailleurs pas au cas de » =11,

Cest & V. Martinetti que I'on doit une méthode générale permet-
tont de former & I'aide des configurations (n — 1), des configurations n,
et d'obtenir toutes ces dernidres des qu'on connait les premidres.
Voici comment procede V. Martinetti. Considérons deux droites 4BC
et 4, B C, d'une configuration (n — 1);; supposons de plus que leur
point d’intersection soit un élément diagonal. Les droites joignant le

14) Sitzgsb. Akad. Wien 84 II (1881), p. 915/1291,
15) Nachr. Ges. Gott. 1889, p. 193,

16) Ann. mat. pura appl. (2) 15 (188%8), p. 1.
17) Monatsh. Math. Phys, 6 (1895), p. 223,
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point 4, par exemple, aux trois points 4, By, C; ne sauraient ap-
partenir toutes les trois & la configuration, sinon par le point A pas-
seraient quatre droites et mon trois. Admettons donc que la droite
AA, wsppartient pas & la figure et, dans le tableau schématique,
remplagons les deux colonnes
A A
B B,
C G
4, 4, 4,
B B 4
C C 4,

par les trois suivantes:

ot 4; désigne un nouveau point, le point d'intersection de BC et
de B,C,, A et A, étant écartés de ces deux droites pour former une
nouvelle droite avec A,. Le mouveau schéma représentera une con-
figuration n,. Cela étant, V. Martinetti appelle configuration ny réductible
celle que Pon peut déduire d'une configuration (n — 1), par le pro-
cédé précédent; irréductible, celle qui ne jouit pas de cette propriété.
V. Martineiti*®) a trouvé foutes les configurations m, qui sont irré-
duetibles, ce qui constitue un des résultats les plus remarquables ob-
tenus dans toute cette théorie. Il distingue deux classes de configura-
tions irréductibles; la premitre fournit une configuration pour toute
valeur de n, la seconde en donne une pour toute valeur de n, mul-
tiple de 10. Le tableau schématique des configurations de la premikre
classe peut g'écrire de la manibre suivante:
1,2,3,4,..,n—8,n—2,n—1,n,
2,3,4,5,..,n—2,2—1, =n, 1,
4,5,6,7,..., =, 1, 2, 3.
11 représente un polygone de n sommets, lequel est régulidrement
inserit e circonserit & lui-méme.

On définit une configuration de la de classe en idérant
une série de triangles D, Dy, ..., D,,, disposés de telle maniére que
chacun d’enx soit homologique avec le suivant et le dernier avec le
premier. Les léments de la configuration comprennent alors, outre les
sommets et les cotés des triangles, les droites joignant les sommets
homologues des couples de triangles D Dg; Dy Dy; .. .5 Dy y_y Dy, 2081
que les centres d’homologie correspondants, et les points de rencontre

18) Ann. mat. pura appl. (2) 15 (1887/8), p. 11.
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des cotés homologues des couples de triangles DyDy; .. 5 Dy, Dy,
ainsi que les axes d’homologie correspondants. Faisons, par exemple,
# = 10, nous trouverons de la sorte la configuration de Desargues. En
dehors des configurations précédentes, il en existe encore 3 irréduc-
tibles, & savoir: la configuration 9; de Pascal et deux configurations 10,.

Remarquons ici que la configuration de Desargues peut &tre re-
présentée schématiquement par le tablean suivant:

1 2 3 45 6178 910
2 3 45 6 78 910 1
9 8 110 3 25 4 7 6

Par suite, elle peut étre considérée comme réalisée par les sommets
ot les cotés d’'un décagone, dont les sommets se suivent dans Pordre
naturel 1,2, ..., 10, 1. Si I'on prend 9 pour premier sommet, le dé-
cagone 9, 10, ..., 9, d’ailleurs identique au précédent, aura ses sommets
situés sur les cotés du décagone 1, 2, .., 10, 1, pris alternativement
de trois en trois et de neuf en neuf. Inversement, les cdtés du déca-
gone 1,2, ..., 1 contiennent les sommets du décagone 9, 10, ..., 9,
pris alternativement de neuf en meuf et de trois en trois. La con-
figuration de Desargues représente donc un décagone inscrit et circons-
crit 4 loi-méme suivant une régle simple. Toutefois la régle est
différente de celle qui se rapporte aux configurations de la premidre
classe. On voit ainsi que linscription réguliére n'est pas une propriété
caractéristique des configurations de la premitre classe.”

Parmi les configurations obtenues par le procédé de V. Martinetts,
on en rencontrers, en général, d'équivalentes entre elles [n° 1]. De Ia
la nécessité de posséder un moyen permettant de reconmaitre si deux
configurations sont équivalentes ou non. Parmi les méthodes qui facili-
tent la recherche de I'équivalence, il faut citer celle qui repose sur
la considération des figures restantes, introduite par S. Kamior'®). La
figure restante relative a un point P d'une configuration n'est autre
que lensemble formé par les points de celle-ci, non reliés & P par
des droites de la configuration, joints aux droites de la configuration
qui réunissent ces points. Pour n —9, on trouve deux espéces de
figures restantes; pour n = 10, on en trouve trois; pour » = 11, on
en trouve six; pour % = 12, on en trouve dix-huit. L'ensemble des
figures restantes relatives aux divers points d'une configuration cons-
titue le systéme restant de la configuration. Si deux configurations
gont équivalentes, il en sera évidemment de méme de leurs systemes

19) Sitzgsb. Akad. Wien 84 IT (1881), p. 1298,
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restants, mais la réciproque n'est pas vraie. V. Martinetti*®) montra
en effet, qu'il existe des configurations 11, qui sont différentes tout en
possédant des systémes restants équivalents.

Les considérations qui suivent, permettent de se faire unc idée
de la nature des configurations #;. Imaginons un ensemble de poly-
gones ayant en tout » sommets; supposons de plus que chacun des
cotés contienne, outre les deux sommets qui le limitent, un troisiéme
point compris parmi les # — 2 restants. Un tel ensemble pourra étre
dit inserit ot circonserit & lui-méme et constituera une configuration n,
Réeiproquement, toute configuration 2, peut dtre considérée comme
formée, de plusieurs maniéres, par un tel ensemble de polygones®).
La démonstration de cette proposition repose sur la possibilité d’écrire
le tableau schématique de telle sorte que chacune des lignes horizon-
tales contienne tous les nombres entiers de 1 & %.

S. Kantor a démontré que, si z est < 10, toute configuration n, peut
&tre représentée par un seul polygone (formant une seule ligne brisée,
dont les extrémités se rejoignent) inscrit et circonserit a lui-méme.

On verrait qu'il en est encore de méme dans le cas ot # — 11.
Mais, contrairement a un théoréme de Kantor, la proposition cesse
d’étre vraie en général. Bien plus, un nombre entier positif % étant
donné arbitrairement, il existe toujours des configurations n, telles que
le mombre des polygones qui les représente est au moins égal 4 £72),

A. Schoenflies*®) sest proposé de former les configurations 1,
qui sont régulitres. A cet effet, il les groupe d’aprés le nombre « de
triangles ayant un point de la configuration pour sommet commun et
dont les cbtés et les autres sommets appartiennent au systéme. La
recherche meéne tout d’abord & la premidre classe de configurations
irréductibles dont il a ét¢ question plus haut et qui fournit une con-
figuration pour chaque valeur de 7; les mombres « correspondants
sont 12 pour # = T7; 9 pour # = 8; 8 pour 5 —9 et 6 pour n > 10.
Cette classe renferme toutes les configurations régulitres pour les-
quelles les trois points situés sur une méme droite de la configuration
considérée sont reliés & un quatritme point de la configuration par
des droites appartenant a celle-ci.

20) Ann. mat. pura appl. (2) 15 (18878), p. 26.

21) 1d. (2) 15 (1887/8), p. 2. Démonstration par E. Steinitz, Diss. Breslan
1894, p. 7.

22) E. Steinits, Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 293.

28) Math. Ann. 81 (1888), p. 43. Les recherches de A. Schoenflies ont été
reprises, corrigées et complétées par Ada Puceind, Le configurazioni piane regolari
d’indice 3, Padoue 1909,
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On trouve ensuite deux configurations correspondant i & =6, &
savoir la configuration de Desargues et la configuration de Pascal.

Pour toutes les autres configurations régulidres, « est < 4. Ainsi
le cas de ¢ —5 doit stre exclu. Ajoutons que chacune des valeurs
«=4,3,2,1 ou 0 fournit des solutions®™). L'examen des cas e — 4
et & =3 conduit & des cycles de polygones qui sont, 'un par rapport
& l'autre, régulitrement inserits et circonserits.

A. Schoenflies recherche ensuite toutes les configurations de cette
derniére espice, ainsi que les groupes de permutations qui leur ap-
partiennent. En dehors de celles qui peuvent &tre représentées par
un seul polygone inscrit et circonserit a lui-méme, on est amené
a diviser ces configurations en deux classes, lesquelles jouissent des
propriétés suivantes: Appelons g+ 1 le nombre des polygones P,
Py, ..., P, dune configuration de espece considérée, ces polygones
étant rangés dans un ordre tel que chacun deux soit circomserit
au suivant et le dernier au premier. Désignons ensuite par E,,
E, ..., E;, les sommets que l'on rencontre successivement en par-
courant, dans un méme sens, le périmétre du polygone P,. Cela étant,
le cdté E, F,, , du polygone P, contient le sommet Eypiuy du
polygone P, ,, I étant un nombre entier positif premier avec p+1
et le second indice (k1) de E; 1,4y représentant le reste de la division
de ki par p + 1. D'ailleurs /, nombre fixe, au méme titre que p et ¢,
est supposé indépendant de ¢ et de k. Quant au nombre %, il peut
recevoir les valeurs 0, 1,2 .., ¢ — 1. En outre, pour les configu-
rations de la premiére classe, le coté E, ,E,,,, du polygone P, ne
contient pas en général le sommet E, 4, du polygone P,, mais bien
le sommet E, . ., et on a les relations

rl—1)=0 1
brr=1]

Pour les configurations de la seconde classe, le coté B B 4y
contient le sommet Ey (. et les relations

r—1D0-1) 1 (mod. p+ 1)

bt =1

(mod. p + 1).

sont satisfaites.

Certaines configurations peuvent, d'ailleurs, atre considérées comme
appartenant & la fois & I'une et a l'autre des classes. De plus, on
n'obtient pas de cette fagon toutes les configurations régulidres n,.

24) La dé tration de 4. Schoenflies, en vertu de laquelle le cas o == 1
doit &tre exclu, repose sur une erreur. Voir Ada Puccini, Le configurazioni®),
- 53; E. Steinitz, Archiv Math. Phys. (3) 16 (1910), p. 31173,
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Remarquons encore que, si tous les points d’une configuration
sont similaires deux & deux et si » n’est pas un multiple de 3, la configu-
ration est régulidre. Au contraire, dans le cas o n est multiple de 3,
la configuration contient une, deux ou trois espdces de droites. ,S'il

existe deux especes de droites, I'une contient !3' droites l'autre 3"-

&'il y a des droites de trois espéces, chacune de celles-ci contient :
droites. En partant de configurations planes [(3),, (2%)g], E. Steinitz®)
réalise des configurations entrant dans les deux derniers cas. Dans
le second cas, Vexemple le plus simple est fourni par une configu-
ration 18,. Dans le troisitme se rencontre une configuration 243,.*

Enfin parmi les configurations régulitres 5, il en est qui ne sont
pas réciproques & elles-mémes®®).

4, Propriétés géométriques des configu %y et des com-
figurations #,. La configuration schématique 7, est irréalisable géo-
métriquement. Le schéma de la configuration 8; montre que celle-ci
est formée de deux quadrilatdres inscrits et circonserits I'un & lautre.

A.F. Mibius™) fit remarquer, des 1828, que cette figure géométrique
ne saurait &tre complétement réelle. Toutefois il existe une con-
figuration imaginaire correspondant au tableau schématique, les quatre
diagonales des deux quadrilatéres 'y coupent en un méme point. Si
Yon joint & ce systéme les quatre diagonales et leur point commun,
on obtient une configuration (9, 12;) [Voir n° 5},

Les trois configurations 9; sont représentables par des construc-
tions géométriques réelles®).

Parmi les dix configurations schématiques 10;, neuf sont géo-
métriques®®), tandis que toutes les configurations 11, le sont et ad-

ttent des représentations réelles. Il semble que cette propriété des
configurations 11; s'étende & tous les cas pour lesquels n > 10. Toute-
fois la proposition n'est pas démontrée. En ce qui regarde la cons-
truction méme, V. Martinetti®) montra, en s'appuyant sur la décom-
position des configurations n, en ensembles de polygones, qu'elle se
raméne toujours & la détermination des points doubles de deux ponc-

26) Archiv Math. Pbys. (3) 16 (1910), p. 289/313.
26) E. Steinitz, id. p. 308/10.
27) J. reine angew. Math. 3 (1828), p. 276; Werke 1, Leipzig 1883, p. 437.
28) S. Kantor, Sitagsb. Akad. Wien 84 II (1881), p. 916; H. A. Schwarz
[Sitzgsb. Akad. Berlin 1912, p. 307] & montré que chaque configuration 9, peut étre
construite de fagon A pouvoir étre ramenée & elle-méme par une rotation de 120°.
29) H. Schriter, Nachr. Ges. Gott. 1889, p. 193,
30) Ann. mat. pura appl. (2) 15 (1887/8), p. 2.
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tuelles projectives de méme base, et, par suite, peut étre réalisée au
moyen de la regle et du compas. Un grend nombre de configu-
rations n, ne nécessitent méme que I'emploi de la regle seule. Tel
est le cas pour les trois configurations 9, pour les configurations qui
admettent une représentation formée de cycles de triangles, dont
chacun est circonserit au suivant, pour les configurations irréductibles
de la seconde classe, ainsi que pour quelques configurations 10,
11,, ete. D'ailleurs, parmi les configurations qui exigent, en général,
Pemploi de la régle et du compas, se présentent des cas particuliers
pour lesquels la régle seule suffit.

H. Schriter™™) = établi que les configurations irréductibles de la
premitre classe, de méme que les configurations 10, peuvent étre
construites en s'appuyant sur des propriétés connues des courbes du
troisieme ordre. La méthode de H. Schriter peut étre géndralisée’) et
appliquée & la plupart des configurations x.

Nous terminerons ce numéro par quelques considérations relatives
aux configurations n,. E. Merlin®®) a publié sur ce sujet un mémoire
récent que nous résumerons brizvement ici. Tout d’abord, il n'existe
quune seule configuration schématique 18,, ainsi qu'une seule confign-
ration schématique 14,, lesquelles ne sont pas réalisables géométri-
quement. Quant aux configurations schématiques 15,, on en distingue
trois espbces suivant qu'il existe cing, un, ou qu'il n'existe aucun tri-
angle dont les cotés appartiennent & la configuration et dont les sommets
sont des points diagonaux. Elles ne sont pas géométriques et jouissent
avec les deux précédentes de la propriété suivante, laquelle est com-
mune & toutes les configurations #,, ainsi que I'a démontré E. Steinite®).
Il est possible d’écrire le tableau représentatif de telle maniére que
chaque ligne horizontale contienne tous les nom bres de 1 & 15, employés
pour désigner les points. Nous avions vu plus haut que cette propriété
appartient également aux configurations 7y

.En vertu d'une remarque faite au n° 2, une configuration (p;, d,)
n'est en général réalisable géométriquement, que si Pon satisfait a

T'inégalité

2p+d)—pd — 820,
laquelle nest pas vérifiée dans le cas des configurations n, (p=d =12,
5 =4). On pourrait ére tenté de conclure quil existe peu de con-
figurations géométriques n,. Il n'en est rien. Bien au contraire, on

31) Nachr. Ges. GOtt. 1888, p. 287; id. 1889, p. 198.
32) E. Steinitz, Diss. Breslau 1894.
33) ,Acad. Belgique, Buil. classe sc. 1913, p. 647.%
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peut montrer qu'il existe une infinité de configurations géométriques
#y, ce qui rend ces derniéres particulidrement intéressantes. En offet,
partant de ce que toute configuration (p, d,) doune naissance & une
infinité de configurations de symbole

(a0 [P0+ )], ),

on démontre que, de toute configuration (B4 d,) dont les indices &, =
ne dépassent pas 4, on déduit une configuration #,. Par exemple,
toute configuration n, conduira & une configuration 16n,; la con-
figuration [(2n),, #,], que Pon réalise aisément au moyen d'un polygone
de n cbtés, en adjoignant aux n cotés les n sommets et les % points
Qintersection des cotés pris de deux en deux, méne & une configu-
ration 32%,. D'une maniére analogue, les configurations (9,, 12,) et
(12, 16,), étudiées au n° 5, conduisent respectivement & des configura-
tions 48, et 64,.

Enfin, généralisant le procédé employé par V. Martinetti dans la
recherche des configurations n, on trouve que, de toute configuration n,
pour laquelle il existe trois droites. se coupant deux a deux en des
points étrangers & la configuration, et telles que T'un des triangles
ayant ses sommets respectivement sur ces trois droites ait ses cotés
étrangers 4 la configuration, on déduit une configuration (n 4 1),.
Soient en effet

4, B, ¢
4, B, €
4, B, ¢
4, B, ¢

les trois colonnes représentant trois
les cotés du triangle 4, B, C, étant

droites de l'espece considérée et
étrangers & la configuration. Si
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Ton remplace ces trois colonnes par les quatre suivantes:

4 4 4 4

4, 4, B, C
B 4 B, ¢
G 4, B, ¢,

on aura ajouté une colonne et un point, tout en continuant 3 satis-
faire aux conditions du tableau schématique. On a li un procédé
permettant de construire une infinité de configurations n,; car il est
facile de voir que, pour des valeurs de » supéricures ou égales 3 trente,
Ia configuration contient au moins trois droites satisfaisant aux con-
ditions énoncées plus haut®%)*

La fin de !article n’a pas été publiée en raison de la guerre.
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